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JTai maintenu là classification des variations en simples et corn- 
posés y pures et mixtes ^ donnée par W Strauch. J'ai également 
emprunté au profond ouvrage de cet auteur» la formule pour la 
variation d*une intégrale double quand les limites de l'intégrale re- 
lative à 2^ sont elles-mêmes susceptibles de déformation. Pour Tex* 
position elle-même des principes du calcul des variations , j'ai suivi 
une méthode particulière ^ qui a le triple avantage, de faire dé- 
pendre ce calcul de la formule de Taylor , d'affranchir de la consi- 
dération des infiniment petits , et de la convergence des séries. 

J*ai divisé ce traité en deux parties , en théorie et en applications, 
et me suis borné aux variations des Intégrales définies ^ parce que 
la plupart des problèmes utiles se rangent dans cette catégorie de 
fonctions. 

Mon traité ne devant être qu'élémentaire , je me suis abstenu de 
calculer les variations du second ordre ^ comme nécessitant des dé- 
veloppements en disproportion avec le cadre de cet ouvrage. Mon 
but est restreint , il consiste à mettre entre les mains des commen- 
çants un manuel simple et précis du calcul des variations , assez 
étendu pour qu'ils puissent comprendre les questions des cours de 
mécanique et de physique mathématique qui exigent le secours de 
ne calcul. 

La règle que j'emploie pour résoudre les questions isopérimétrî- 
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2 AVANT-PROPOS. 

ques revient au fond à celle d'Euler, maïs on observera que j'y ai 
introduit une modification qui la met à Tabri des objections qu'on 
fait aux méthodes d'Euler et de Lagrange. Celle que propose M' 
Strauch est exacte ; mais elle est un peu difficile à saisir^ exigede 
grands détours de calcul , et convient peu , par ces raisons , à des 
commençants. 

J'ai consulté , pour la composition de ces éléments , les ouvrages 
les plus marquants I et nommément ceux d'Euler , de Lagrange , de 
Poisson, de Dirksen , d*Ohm et de Strauch y cependant ma méthode 
d'exposer les principes de ce calcul diffère essentiellement de celles 
qu'ont suivies tous les auteurs qui sont venus à ma connaissance, ce 
qui justifie le litre que j'ai adopté, savoir : Nouveaux Éléments du 
calcul des variations. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



THÉORIE DU CALCUL DES VARIATIONS. 



S i. 

DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

i . Quand on attribue à x un accroissement quelconque dx , non 
fonction de x, y^^fx change simplement de valeur , et ne se dé^ 
forme pas. On aura alors 

1 
y+Ay=/'(aî + rfar)«=y-}-dy+ — d*y+etc. +R«, 

R« désignant le reste de la série de Taylor. 

Dans ce cas y change par différentiation. ^y est la différence tO" 
taie entre f(x + dix) et /x, et les différentielles dy , d*y , etc. , sont 
des parties de cette différence. 

Soient les deux fonctions fx, Fx , en écrivant Téquatian 

Aaî + v)"Fx, 

on en déduira ^ pour if, une fonction de x telle que j/=Çx ^ et Ton 
aura identiquement : 

f(x+Kx)^Fx. 

Par cette équation , l'ancienne fonctioi) fx, change de propriétés » 
se déforme , et devient une nouvelle fonction Fx. 

C'est ainsi qu'en posant 

a(X'^j/)««» sin x, 
donc 
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sin X — ax 



V = 



a 

la fonction ax se changera en sin x , par réquation 

sin a: — ax . 
a(X'\ )= sinx. 

Si doue If désigne ane fonction arbitraire de x^ il est clair qu'une 
fonction primitive fx devient une nouvelle fonction quelconque Fx, 
en posant la relation 

f(œ'{'if)—Fx. 

Fx se nomme alors la fonction déformée , et v Télément déforma- 
teur. Soit de plus ^ 

D/x=Fa: — /«, 

Dfx se nommera la variation totale , et l'on aura ^ par la formule 
de Taylor : 

^ dy i d^y . . ^ 

Posons maintenant , pour abréger : 

Sy^^,, J'^ = ^ ,S etc., 

on aura : 

1 

Dans cette expression les parties Sy^ 3»y , etc. , de la variation to- 
tale Dj/ se nomment les variations du premier , du second ^ etc. , 
ordre deia fonction primitive y =« fx. 

Comme j/ est une fonction arbitraire de la variable indépendante 
X dans le cas où la fonction ¥x est quelconque, il est clair que les 
variations cT^, ^y, etc., seront, dans ce cas, également des fonctions 
arbitraires de x. 

Les fonctions fx et Fx se rapportant à la même valeur de x, 
on devra considérer la variable indépendante x comme constante 
dans le passage de fx à Fx ; Tordonnée y seule change de valeur 
dansée passage, et devient y«9y+Dî/=Fx, l'abscisse x reste 
constante. II suit de là , que les fonctions , c'est-à-dire les ordon- 
nées , et non les variables indépendantes^ ou les abscisses , sont 
susceptibles à se déformer, ou à changer par variation. Soit , par 
exemple , 

y=Fx 
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la nouvelle courbe AB, résultant de la dérormation de la courbe 
primitive ab , ou 

On aura, pour la inénie abscisse> les ordonnées 



et 



î/'-=PM, j/-=Piw, 



1 



Dy — »2M = *y+— *"j/ + etc., +R 




2. Etendons les considérations précédentes aux fonctions de deux 
variables. Soit 

une fonction des variables indépendantes a; et y, si jf désigne une 
fonction arbitraire des variables x et y , et F(x, y) une fonction 
quelconque de ces mêmes variables, on pourra toujours coiice« 
voir réquation 

f(?c+^9y+v)'^H^y)f 

par laquelle la fonction primitive jz, devient, pour les mêmes va- 
leurs de a: et de y, la nouvelle fonction j3'-«F(jr,y). Dans le pas- 
sage dez k z' les variables indépendantes oc et y restent constantes. 
En désignant par Bz la variation totale , en sorte que l'on ait 

Dz=»F(x,y)— /•(x,y), 
on aura , par le théorème de Taylor : 



Dz 



dz 



dz 



l 



d*z 



^z 



t^^)+<*;)^''+T:^t<^>+^(rf^> 



dxdy 



d'z 



+ (^)]y^ + etc., + R.. 



Donc, en posant, pour abréger , 



&=[( 



«te 
dx 



dz 



tPz 



)+(^)]», ^^■=[(^) + 2( 



dx' 



d'g 
dx* 



) 



+ (|^)]'/',etc., 



» ■• 



on pourra ecnre : 
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et 3z , 9'z, etc., parties <Je Dz, seront les variations 1'% 2^% etc., 
de z I et par conséquent des fonctions arbitraires de oc et de y , re- 
gardés comme constants* De plus , la fonction arbitraire tf, compo- 
sée des variables indépendantes , devra ici , comme dans le cas des 
fonctions d'une seule variable y être regardée comme constante. 
La fonction déformée aura donc pour expression : 

z^I)z=f(x,y)+Df(x,y) 

Dans le cas des fonctions de trois variables indépendantes , telle 
que 

la fonction déformée résultera d'une équation de la forme 

dans laquelle y sera uqe fonction arbitraire des variables indépen* 
dantes x^y^z, et devra être regardée comme constante ; attendu 
que dans le passage de t# è tf^'=^F{x,yp z) les variables indépendantes 
x, y, z conservent leurs valeurs primitives, 
La variation totale Dt«^ sera encore delà forme 

Dus=J^-f- -j— ^ J*'w+etc.,-J-Ra, 

et l'on aura les expressions identiques 

ti 4-Dti ^f{x,y,z) + Df{x,y, z) 

'^n^ + y^y+'^'^ + v) 

=^F{x,y,z). 

En général, quel que soit le nombre des variables indépendantes 
d'une fonction primitive ti, on remarquera : 

l"" Que les variables indépendantes restent constantes pendant 
que la fonction primitive se déforme ; 

2* Que l'élément déformateur y est une fonction arbitraire des 
variables indépendantes , regardée comme constante ; 

S"" La variation totale est toujours de la forme 

1 

Dm es J'M 4- r-jr 9*u + etc. , + R« j 

4* Les variations ^u , ^u ^ etc, ; sont des fonctions arbitraires , 
des variables indépendantes ; 
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5** La fonction déformée^ sera toujours représentée par 

u + Dw. 

3. Le calcul des variations a pour objet général les règles relatrres 
à la déformation des fonctions. Ces règles varient selon les divers 
modes de déformation; il convient donc de définir d'ieibord ceux- 
ci^ et de fixer les notations qui s y rapportent» 

Nous nommerons (déments constants les variables indépendan- 
tes , éléments variables les variables dépendantes. Nous considére- 
rons deux sortes de fonctions , savoir : 1» des fonctions qui ne ren- 
ferment que des variables indépendantes ; 2*^ des fonctions compo* 
sées à la fois de variables indépendantes et dépendantes. 

Les déformations de la i'* espèce de fonctions s'obtiennent îm- 
tnédialenient ^ en donnant aux variables indépendanles Taccroisse- 
ment arbitraire if . Soient ,. par exemple r 

1" y =sfx, on aura : 

2* z^=f(x,y)f on aura : 

z + Dz=^fX'\'if,y + -^) --=f{xry) -i-Ufix^ y); 
etc. 

Les fonctions de ta 3*^* espèce adnnettent deux sortes de déforma- 
tions , savoir : une déformation simple^ et une déformation com- 
posée. 

Elle est simple lorsqu'elle s\)père médiatement par h déforma^ 
tion des variables dépendantes. Soit, par exemple : 

une fonction dans laquelle y est la variable dépendante^ et par eon- 
séquenl une fonction de or , telle que 

y=^9x\ 

quand x devient x -f </ > y deviendra y-l-Dy. Cela posé, comme x 
est rélément constant , z se changera en 

z + Dz=f[x, y + Dy)^ /*(«,») + !>/'(«>!/>• 

Cette déformation de z est simple, mais non tmmétfiato , puis- 
qu'elle s'opère par le moyen de la variation de y^ 

La déformation est composée lorsqu'elle est le produit d'une dou- 
ble variation , d'abord de celle qu'on obtiendrait immédiatement 
en considérant toutes ses variables comme éléments constants, 
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puis en déformant , dans ce premier résultat y toutes les variables 
dépendantes , c'est-à-dire les éléments variables de la fonction. Soit^ 
par exemple : 

la fonction proposée y dans laquelle x est la variable indépen- 
dante y OU l'élément constant ^ et j^ , fonction de x ^ la variable dé- 
pendante , ou l'élément variable. Pour obtenir la déformation com- 
posée de z y regardons d'abord x ely comme éléments constants , 
on obtiendra, une déformation simple immédiate y qui sera repré- 
sentée par 

z+I)z^f{x + ^)^f(x,y) + î)f(Xyy). 

Si, ensuite I on déforme de nouveau ce premier résultat, en y 
changeant y en y-^^ Dy , on aura la déformée composée dont il s'a- 
git y et que j'indiquerai , en accentuant le D, de cette manière :. 

z + D'z — f{x, y+î)y) + D/l(aî,y+Dy) 

^f(x,y)+ïyr{x,ît). 
Soil encore 

une fonction des variables indépendantes x, y et dé là variable 
dépendante j? y que je suppose être une fonction de x et de y. Cela 
posé 9 en regardante, y,z comme éléments constants, on aura la 
déformée immédiate 

u + î>u=f{x+ityy + ihz + ^)=f(xiy, z)+ J)f(x,y,z). 

Mais la déformation simple de z étant 2 -|- Dz , si je veux obtenir 
fa déformée composée de Uy il faudra changer dans l'expression 
précédente z en z + J)z , et Ton aura ; 

ih + Wu'^f{xiy,Z'^Dz) + Dfix,y,z + î)z) 

— /(«> y^ z) + D7 (x, y, z) . 

Dans ces procédés , on le voit, les variables indépendantes res- 
tent des éléments constants , tandis que les variables dépendantes 
sont seules les éléments variables , ou soumises à des déforma- 
tions. 

Donnons encore , pour éclaircir ces notions , quelques autres 
exemples. 

1"* Soit la fonction 

u^fvdxy 



a 
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dans laquelle on a posé , pour abréger y 

et soit X là variable indépendante , ou Télément constant , alors y^ 
z, p, q sont les variables dépendantes , ou les fonctions de x , dont 
les déformations immédiates sont représentées par 

z + Dz, 

î + D?- 
Par le moyen de ces valeurs la fonction V ^ et par suite la fonc- 
tion U9 subiront des déformations simples , représentées par 

V-fDV=/-(x,y + Dy, ir + Dz,p+D/>, g + Dg,) 

a 

U+DU^ r {W + D\)dx. 

a 

2** Soient, en second lieu, 

a y 

V=J^dx fVdu, V«/-(x,y,z,/)); 

admettons que z et p soient des fonctions de x et de y, que j^^ 
ainsi que les limites yo 9 y.i > soient des fonctions de x, cela posé, 
cherchons la variation composée de U. 

En regardant d'abord a; et y comme des éléments constants , on 
aura immédiatement 

V+ DV « f{x, y, z, p) + î)f(x, y, z, p); 

mais quand y devient y + Dy , les expressions z + J)z, p-\- Dp 
deviennent z + lyr , P + D'p, et par suite V + DV se change- 
ra en 

v+iyv=A^; y +Dy> x+ïyz,p^ïyp) + 

D/^(x,»+D»,z+iyz,p + D'p). 

Par conséquent la déformation composée de U sera indiquée par 

a y. 
u + D'U« y rfx /*(V + D'V)rfy. 
a yo 
Nous avons donc , en résumé ; 

2 
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1* Des déformations simples immédiates > quand la fonction n^est 
composée que de variables indépendantes ; 

2"" Des déformations simples médiates , quand la fonction ren- 
ferme des variables dépendantes ; elles s'obtiennent en déformant 
celles-ci, 

S"" Des déformations composées , elles s'obtiennent en considé- 
rant toutes les variables de la fonction comme indépendantes , ce 
qui donnera une première déformation immédiate , puis en défor- 
mant dans celle-ci , toutes les variables dépendantes de la fonction 
proposée. 

4. Les variables indépendantes , ou les éléments constants dans 
les fonctions de la seconde espèce^ n'étant pas susceptibles de dé- 
formation . par cela seul que ces variables ne sont pas des fonc- 
tions y il n'en est pas de même relativement à la valeur de ces varia- 
bles. En effets rien n'empêchera que celles-ci ne changent par diffé- 
renlialion, en devenant , par exemple, x-\-dx, y + ^y> etc. Nous 
nommerons déformations mixtes celles dans lesquelles les éléments 
constants changent par diiférentiation , en même temps que les élé- 
ments variables subissent des déformations. 

Nous désignerons les déformations mixtes, en donnant à la lettre 
D un indice y savoir : nous marquerons par Dz les déformations 
mixtes simples , et par D/ les déformations mixtes composées. 

l** Exemple» 
Soit y ^fx y X étant la variable indépendante > on aura : 

y + Vy^f{X'i'^)^fx + DfXy 

et 

z + D,» = /(x-f- doc + y) ==:/'(a;+ dx) + D/'(x -fdx); 

y + ^^y es( lâ déformation mixte simple et immédiate de y. 
2"** Exemple. 

Soit z=^f{Xy y) y X ety étant les variables indépendantes ^ on 
aura : 

z4-Dzc»/^(x + i^, î/ + y)=/(ar,î/)+D/'(x,î/), 
et 

z+'DiZ^f(X'\'dx'\-ifyy+dy-\'if)=fix + dXyy+dy) + 

D/*(x +dXyy + dy)~ f(x, y) + D, f{xyy). 
3°*« Exemple. 
Soit z = f(xyy) ; si x est ^élément constant, et y une fonction 
de X 9 on aura la déformation simple médiate , en écrivant 
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Si réiément eonstant change de valeur et devient x -^dx dans ce 
résultat , on aura la déformée mixte 

z^D,z=:^f(x + dx,y+î)y)^f(x+dx,y)-\-Df{x+dx, y). 
Ce sera une déformée mixte simple mais non immédiate. 

4"* Exemple. 
La même fonction z a pour déformée composée l'expression 

z + Wz^ f(x, y+By) + D/*(x, y + Dy). 

Si réiément constant x change de valeur dans celte expression i 
et devient x-f do: I on aura une déformée mixte composée ^ savoir : 

z + D/z«/-(x+c/«,jB + Dy)+D/(x+dap,y + Dî/). 

S"* Exemple» 

Soit U« y ydx, y^fi^,y\ » 

a 
réiément constant^ on aura : 

V + DV«/*(x,y) + DAx,î/), 

donc 

a, 

u + D.w — y ( V + D, V)rf«. 

a 

5. Les déformées des diverses espèces se développent suivant la 
formule de Taylor y et en fesant usage des notations, et définitions 
relatives aux variations des divers ordres ; on pourra leur donner^ 
comme nous verrous , les formes : 

1 

w + Du » tt + ^«^ + 7-5* ^^ + etc. + R„ , 

1 

ti + D'w = tt+^tt+ --~<^*u + etc.+R'«, 

1 •" 

ti+D/ti«u + J,'w + -T-j ^x'*« + etc. + R/n- 
Si maintenant nous nommons fonction maximum toute fonction 
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u plus grande^ et fonction minimum toute fonction ->ti plus petiie 
que toutes ses déformées, nous verrons plus tard que les fonctions 
primitives y telles que 

y=^fXy ou z=f{x,y) y ele. , («) 

propres à rendre u une fonction maximum ou minimum^ doivent 
se déduire de la résolution de l'une des équations 

JtIssOy S,U=sOf ^M=sO, 9/u^o^ -(1) 

Or, la plupart des problèmes de géométrie et de mécanique, 
qu'on traite par le calcul des variations , ont pour objet de trouver 
des fonctions primitives de la forme des équations {a)j propres à 
rendre une fonction donnée u , qui est ordinairement une intégrale 
définie, une fonction maximum, ou minimum. Il suit de là^ que 
l'objet spécial du calcul des variations , consistera, l"" dans la forma- 
tion des variations 9u, S^u, jiU, ^Ju^ ef^'w, ^*w, etc., etc., 2** dans 
la résolution des équations (1). 

Nous voyons par là , que la théorie du calcul des variations se 
partage naturellement en deux sections, dont la première s^occupe 
des règles pour former les variations des diverses espèces , et la se- 
conde de celles qui se rapportent à la résolution des équations (1) 



PREMIERE SECTION. 
FORMATION DES VARIATIONS DES DIVERS ORDRES. 

S 2. 

VARIATfONS D£S FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QU£ DES VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

Les fonctions que nous considérons dans ce § sont ou explicites , 
OU implicites, occupons-nous d'abord des premières. 

(a) 

FONCTIONS EXPLICITES. 

Premier Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est la variable indépendante , trouver les variations 
première , seconde , etc. y de y ^ savoir : 
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Solution. 
On a par définition : 



dy 1 d*y . ^ 



soit , pour abréger , 



^«-g-»-. « 



nous aurons 

1 
y + Dy = y + Jy + — /»y + etc. +R* , (3) 

Deuxième Problème. 
£ton^ donnée la fonction 

dans laquelle x ety sont les variables indépendantes , trouvef' les va- 
riations de % ^ savoir : 

9zy S^Zj etc. 
Solution. 

On a par définition : 

1 

« Z+&4. __ #.;î + etc. +R. , 
etc. 
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Rem. Soitus/'(x,y^..,.) , on aura pareillement 

r y du . . ,du, , 

Quel que 5oit le nombre des variables indépendantes o;^ y, etc» 

(à) 

FONCTIONS IMPLICITES. 

TaoïsiiMB Problême. 

Etant donnée une fonction implicite 

z=f(x,y) = Q 

de la variable indépendante x y trouver les variations première , se- 
conde y etc. y de y y savoir : 

^Vf ^î/f etc. 

Solution. 

Comme y est une fonction de âs » il est clair qu'en changeant x en 
«-{-y , y devient y +Dy , on a donc : 

Z'^Dz'^fÇx+ifyy+Dy) 

, . dz . , ,dz ,^ 

1 -, d^z . , -. , d^z . wx . • d^z V ^ , -, 

+ elc. + Rii= 
mais on a 



1 
Dy == *tf + j^ ^y +etc- , 



donc 



^+Dz=z+(^)y+(^)(Jï^+ jL />y + etc.) + 

1 f .d*z . . _ , d*z . ,^ , N f • ^'^ N /^ • f 

fr2fCs-.^'' + 2(^^May + etc.) + (,-)(aï,«+ 

etc.) ] + etc. + R« 
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i , ,dz , , d^z . ^ , d'z . ^ , 



Cette équation se décompose en 

, dz ^ , dz ^ ^ _ 

(S) 

etc, 
ces équations fourniront les valeurs de 

^y, 'y, ete. 

§ 3. 

VARIATIONS DES FONCTIONS QUI RENFERMENT DES VARIARLES INDÉPEN- 
DANTES ET DÉPENDANTES» 

Les variables indépendantes étant les éléments constants , on ob- 
tient les fonctions déformées en déformant les variables dépendan- 
tes seules. 

Mais nous aurons à examiner successivement les cas , où Ton 
ne donne qu^une seule fonction , puis ceux où Ton donne, en ou- 
tre, plusieurs équations de condition entre les variables de la fonc- 
tion proposée. 

(a) 

FONCTIONS ISOLÉES, 

Les éléments variables de la fonction donnée sont ou des varia- 
bles primitives, ou des dérivées, ou des intégrales définies. 
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Fonctions à variables primitives. 

PrEMIBR PROfiLÊME^ 

Etant dbnnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , et y l'élément variable ,.. fonc- 
tion de X, trouver les variations première y. seconde y etc. ^ de Uj 
savoir : 

Sotation\ 
On a par définition : 

ti -{. Dm =- /(a?, y + Dy) 

du 1 d*u 

.„ + (_)Dî,+ -(-)Dr + etc. + R. 
Mais on a : 



en a done : 



dxi \ 

M+Du=M+(— )(%+ _^,r'y+eic.) + 



ou y en ordonnant : 

Mais on a : 

donc 

^ , . da . dy 

1 du d'y d*u dy\ . 



B* 
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Mais les variations première , seconde, etc.^de u, sont les termes 
îuif yif\ etc. y on a donc :. 

-^d-y'^'y-^^d^^'''' 



etc.. 



et 



1 

ti +Dîi=! M -f l^a + ^p-5 ^'u + etc- H-Ra. 

iî^m. En regardant x comme constant , et en différentiant 

on obtient 

du X rf'w V dt^\ 

du^( — )dy, d^u = {~)dy^+(^)d'y,elc. 

En comparant ces différentielles aux formules (6)^ Ton voit y 
qu on en déduira Su, ^u, etc. , en changeant dy^ d^y y etc. , en 
*^ff, ^y> etc. 

Deuxième Problème. 

Etant donnée la fonction 

u^f{xyyyz)y 

dans laquelle x est la variable indépendante ^ c^est- à-dire r élément 
constant y trouver les variations 

iuy S^u, elc.^ 
y et z. étant des fonctions de x* 

Solution. 
On a par définition r 
u-^-Du^sfix, y + dyjZ'{'î)z) 
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On a ensuite 



1 

1 
Dz « <r^ + r-. S*z 4-etc. , 

1 • À 

donc 

I 

fÎ2[(|^:)W + elcO+2(0p(^y + etc.)(^ + 

etc.) + ( — ) (32» + etc.) ] + etc. + R,. 
En ordonnant on a : 

. « r ^ dU^ , y du V T 

M + Du = M + [ ( - )*i^H- ( — ) .Tz] + 

Mais y et z étant des fonctions de â?^ on a : 

dy d«v , 

^ ^^ ^ d^z ^ 

donc 
« + D«=-«+[(^)^+(5^)_3,-f 
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1» 



1 r , dtt rf«y dn d^z d^u dy* 



cPw dy dz 



{*^^^dy^ dx^^^dz^ dx'^^^dy^^ dx^^ ^dydz^dx dx 

Les variations première, seconde , eto. , deu, étant les termes 
en Vf *f^p etc., on a : 

. ^ du. dy . .du.dz^ 



^M. 



J-gr ***" ^ *** dz ,#t* d*z. 



«*y 



dz 



etc. , etc. 



On a donc 



(7) 



^1 

U + DU=: U'\'SU.+ 5-5 ^t« 4" ^*** + ï^"' 

ficm. Si l'on digiàrentie u^f(x, y, x)> en regardant x comme 
constant ^ j^ et z comme des fonctions de x, op a : 



dj/ 



dj? 



dydz 






etc. 



En comparant ces valeuri^ aux expressions (7), Ton voit que Ton 
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déduira celles-ci des précédentes , en remplaçant les facteurs rfy, 
dz, d^y, d*z, etc., par ^y, ^z, J«y, <J«jr, etc. 

Troisième Paobléme. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x ety sont les éléments constants , ou les variables in' 
dépendantes , trouver 

dUf i^u, etc. 
z , OU r élément variable^ étant une fonction de \ et de y. 
Solution» 
On a par définition : 

= n+(g)Dz + ^2(g)D.« + etc. + R. 
du . 1 

1 , d'u . , , 
172 { ^ ) (*«* + etc.) + etc. + R» 

, ,du , , 1 , d'u du 

Mais z étant une fonction de x et de j^ on a : 

etc., 
donc 
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Comme les variations première et seconde , etc., de m sont les 
termes en y , if', etc. , du développement de tt-|-Di«, on a : 

etc. 
On a donc 

j 

u + Dw^u+Su+j—S^u+eic. + Rn. 

I •z 

Rem. En difïérentiant u ^ f(x, y, z) , par rapport à z, on a : 
cfu=(g)dz, d«u = (^)d.«+(g)d«.,etc., 

donc , on obtient les formules (8) en changeant dans celles-ci 
d en J. 

(2) 

FONCTIONS RENFERMANT DES DÉRIVÉES, 

Premier Problême. 
Etant donnée la fonction 

^'^dô^' 
dans laquelle x est l'élément constant , trouver 

^Py ^P, etc., 
y étant une fonction de x. 
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Solution. 
On â par définifton : 

d" {y +^y 4- jTj ^y +«tc. + R.) 

«te™ 
mais oa a : 

De plus 9 V étant une fonction arbitraire (k^réléin<çat constant oc, 
on devra regarder les facteurs ly , 9* , etc. , comme constants, ce 
qui donnera 



d°^y ^ ^djç' _ ^'^'^y ^ 

etc. 



On a donc : 



p^up - ^^__, + ^_p^ . ^^ .j___ , ^. etc. +R.. 

Mais les varfations première, seconde, etc., dtp, étant les 
termes en y, tj*, etc. da dévektppemeat ie p-^ Dp , onsa 



etc. 



Si nous mettons , dans les premiers membres de ces équations , 

d"y 
à la place de p sa valeur --r-;^ ^ on a les relations 
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d^y d^3y 



S 



(9) 



etc. 
Pour w —i 1, 2, etc. , on a : 

^ dy d^y ^ (fc tfJ'V 
^ -^ s=s — ^ ^ -^ sa '^r etc. 
dx dx ^ dx (te* ' 

d'y d^Sy d'y d^yy 

1 Rem. Les formules (9) renferment le principe relatif à ré- 
change des caractéristiques d et /^ c'est un des principes les plus 
employés dans le calcul des variations. 

2 Rem. Le développement ci-dessus de p-f-Dp , en y introdui- 
sant les variations /p, etc., pourra s'écrire aussi de cette manière : 

1 
p-fDp— P+JÎP+ — *•/>-^ctc. +R'«. 

Deuxième Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , et 

dy d'y 

^^di' ' "" dx» ' 
trouver 

9uy S^u, etc. 

en supposani que y^ donc aussi p et q soient des fonctions dex , et 
par conséquent les éléments variables. 

Solution. 
On a par définition : 

M+ Dt« =» /(x, y -I- Djr, p+Dp, q + Dq) 
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î^jE ]+etc.+ R. 

=« + [ ( ^ ) (*i/ + ete.) + ( ^p ) (*P + «'«• > + 

(— ) («^g + elcO] + elc.+R. 
= «+[(-)^y + (^)ïp+(~)^«]+ete. +R. 

mais 2/1 p^ q étant des fonctions de x ^ on a : 

dy dp. _ dg 

,y=.-.r, ^P=5^-., ^?-5i-.^ 

donc 

„+D«-«+[(-)-+(-)^ + (-)>+etc.+R.. 

On a done 

^ . du. dy , , du .dp , , du dq ^ 

^dy^ ^^^ dp ' dx^ ^dq ^ dx' 
, du . . rfw , dJtf , , du . d'J'u 

Rem. En différenltanl u = f{xyi/, z, p, ç), oc étant constant, 
en a : 

donc en changeant d en S , on convertit la différentielle en sa va- 
riation iu. 



(10) 



l** Exemple. 



y 1+/)", o ^4- 



Soient V««K l+p', p«a — , on aura r 
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2"** Exemple. 



dy dz 



Soient V «- |/ l+p'+9* , P '^ ^ ' '**J" ' ^" ^"''^ ^ 

dV dV 

p d*y ç d^z 

Troisième Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x et y sont les éléments constant , trouver 9u ; 

on donne^ 

.dz . .dz 

et z, p, q tant regardés comme des fonction» d& x et de y. 

Solution, 
On a par définition : 
„ 4- Du ^({x, y , a+ D«,p+ Dp, g + Dg) 

-« + [t^)('*4-etc.) + (^)('P + etc.) + 

( T-) (^g-Helc.>] + e(c. + R« 

-« + [(g)«+(^)'p + (^)'9l + «'c.+R.. 

Mais 2, p, 9 étant des fonctions de x et de y, on a 



'^ Nouveaux Eléments 

r ,dz ^ dz ^ 

''-U|)H-(|.,], 

donc : 



. du dz du.^dp. , ^du^,dq , , ^ 

+ etc.+ R, ; 

mais les variations première , seconde , etc., de u sont les termes 
en 9f , i/% etc., du développement de «-H Dw, on a donc 

( . dw dz . - / rfw . ^ dp ^ / dw ^ , dQ . 1^ 
. dw , rdu . , .du . 

,du . ^ , ,du ^ , dz . du. ,dz ^ 
-^^Tz^'^-^^^'^Tx^^^di^'^d-y^ 

Bem. En dififérentitinl « =-/■(«, y, jz, p, q}, x et y étant regar- 
dés comme constants , on a : 

donc en changeant d en ^, oa obtiendra eu. 
Exemple, 

Soient V=Kl4-p'-i- g', p-.(^), ç = (^),ona: 



dti calcul det variations. 



*V-(-).p+(-) 



t^.^i'^)Hrr=^=â=^Ht) 



~ V ^ dx '' "*■ V ^ d? ^' 

(3) 

■ 

Fonctions qui renferment des Intégrales définies. 

PaEMiEa Probléhe. 

Etant donnée la fonction 

a 

a 
dans laquelle x est l'élément constant, V étant une fonction de x, y, 
etc., trouver 

iu f é^u y etc. ; 
y , etc. , sont regardés commq, des fonctiom ^ î. 
Solution. 
On a par déGnition : 



u + Du^f (V + DV)rfar. 



a 
Or , V est évidemment une fonction de x , telle que V — /« , 
on a donc 

V+DV-.A(x+.)«.V+^.+±0.- + eCc. + R.. 
et par suite 

on a donc aussi : 

a 

p dV i d*V 
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Mais if étant une fonction arbitraire de l'élément constant x, Tex- 
pression ci-dessus devient : 

£t ce a ' 

a a a 

+ etc. + R'm. 

Or, les variations première^ seconde , etc. , de u» étant les ter- 
mes en ^, vi% etc. , du développement de ti -f- Du, il vient : 

A et tt 

dV . rdW 



/dv roy r 

a a a 



OL CL 



\KK 



^^^-^'fZ'SZ^''^- /'-'''-> 



a a 

etc. 

on a donc 

1 
tt-j-Du — ti -|-J«i-f- j~ ^'11 -f- etc. 4- R'^. 

l^Rem. Si dans les premiers membres des équations (il) on rem- 
place u par l'intégrale définie , on obtient les relations suivantes : 



fwdx^r^Vdx, 



a 



^^ fWdx^ r^*\dx, 



a a 

etc., 

qui renferment la règle relative à réchange des notations <;' et y*; 
c'est une de celles qu'on emploie le plus souvent dans le calcul des 
variations. 

2* Rem* Si V était une fonction de x et de y, et d'autres variables 
dépendatiles de celles-ci^ on trouverait, en raisonnant comme cL 
dessus : 

V + DV—V+'V+eic. 
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etc. 
Donc y si Ton donne 

a fi 

u— / / Vdxdy, 
a b 



on aura 

« fi 

a 6 

a fi 



+ Dtt=: A y (V+DV)djdtf 



d'où: 



a 6 

a b 

a fi 

a 6 

a b 
Mettons pour u sa valeur ^ il vient 

a fi a fi 

if r Wdxdy^ f r iW^dxdy, 
a b a b 

ce qui est le principe d'inversion ci-dessus ^ appliqué aux intégrales 
doubles. 

3* Rtm. Il est évident que les déductions ci-dessus s'étendent fa» 
cilement aux intégrales multiples à limites constantes. 
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l** Exemple. 

y i\i dz 

Soient V« K l+p« + g», P^ Tx' ' "^ cte ' *^* 



M» 

u^f\dx, 



a 
on aura : 



a 
a 

r^Ydx 



a 

a 



« /r£.. ^ 4.1. *fidx 
y '•V <fa + V dx J***' 

a 

2""" Exemple. 

Soient V « ^^TTFfY, ^-(S>^?-(|). 

u^ j 1 Vdxdy , 

a h 
on aura : 

^u^^f fwdxdy 
a b 

a fi 



f f ^^•^^^y 



a 6 

a fi 



a b ^ 
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Deuxième Problême. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , sî Von donM 

P'^ fydx, q ^ r wdx , 

a a 

y, V, W étant regardés comme des fonctions dex ^ on demande de 
trouver ^u» 

Solution^ 

En raisonnant comme dans le problème précédent , on trouve 
aisément 

tf-f-DM«-|r(«, y+Dy, p + Dp, 9+D4), 
et par suite 



a a 

-( l->*+(| '/"•«*+( l)/'^^*"- 

a a 

(b) 

FaNt:tI01«S SIMULTANÉES, 

Prc^lème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle les variables x, y, z doivent satisfaire à V équation de 
condition 
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trouver *u ; x est regardé comme f élément constant , y «t x sont 
des fonctions de x. 

Solution. 

Première Méthode. 
Les équations l)et 2) donnent: 

y du . I / ^" A 

En éliminant sy , on trouve r 

^ ,du ^ ^d^ ^ .du . .dç ^ . d^ 

Deuxième Méthode. 

11 est souvent avantageux d'éliminer par la méthode des multi- 
plicateurs, A cet effet , multiplions Téqualion (2 par un facteur A ^ 
regardé com me constant , alors lesfleux équations proposées pour- 
ront être remplacées par Téquation unique 

et l'on en déduira : 

Pour éliminer maintenant sy, il suffira de supposer à Tindéter- 
minée A une valeur telle , que l'on ait : 

dy ^ dy ^ 
En substituant cette valeur dans l'équailon restante 

du ^f<^?. 

on trouvera le même résultat que ci-dessus. 

Cette méthode , adoptée par Lagrange, et qui s*appTique & un 
nombre quelconque d'équations simultanées ^ n*est au foiid , que 
la méthode d'élimination de Bézout. 
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Exemple* 

-y dy dz 

#(x, y, ^)= 0, on aura : 
p dsy q d^z , ^. d^ . . w ^'^ . 

Les deux premiers termes du second membre de cette formule 

peuvent se mettre sous une forme telle, que les différentielles 

d^fj d z 

—- y — disparaissent , et que les résultats ne laissent plus sub- 

sister que les variations 'y, *z. En effet , on a : 

dx u d» dx 

dx u dx dx 

on tire de celles-ci : 

— • -— sts ————— — . •y > 

n ox oâ? cLx 

9 .-T ^/9 






9 d^js '^ u. " u 



u dx dx dx 

En substituant ces résultats dans Texpression ci-dessus de 9u, on 
trouve y en ordonnant : 

Eliminons ^z ; pour cela posons 
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Hi)-îï--''. 



ou 



rf(i) 



il vient : 



dit) dit) 

d[t9y+î..,z] -ÎL.^')-- -^.(^) 

^ u ^ u ^ dx ^dy' dx ^ dz ' 

dx do . 

Le facteur Sz , subsistant dans le premier terme de ce résultat , 
doit être éliminé directement par Femploi de l'équation f[Xf y, z) 
— ,qui donne : 



d'où : 



(|),,+(*,«_0, 



^=-<l)^(i)- 



On a donc finalement : 

^„ _ d ) u dz u dy . 

dx \ t ^ \ 

{ ^dz^ 

dit) d(^) ^ 

^ u' ^d? u df 

- • ( — — j *— ■ ' " ■' '■ ' • \ — ) 

dx dy dx dz 



^ dz ^ 
Rem. Si Ton fesait 

on trouverait 
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dy 

P =.£f « ^^ ^^ ds=udx' 
Il tt udx ai 

dz 
q dx dz dz 

Xi u udx ds 

(§)-»■ (|)-^«. 

et Texpression ci-dessus se changerait en : 

dy ,/ ^ 



) \ dx z dx J 



dxl^ds z ds ^ ^ ^ ' -'^ '^ ^o. 1 ^ 

Soit maintenant 

a 



tt'— r dx y l +p>4-g» 



a 
on aura : 



"-/ 



^u' «- I ^u • dx. 



a 
En substituant ici la valeur de Su , que donne la formule [(S) 
on aura , dans les conditions de cette formule: 



a a 



r é^U'dx^ r 3 y \ +?• + q'^^dx 



a a 






ds Z ds « a d5 5; d« 



/ 



' dx ;5 dx * ^ 



a 

Les S précédents renferment les règles pour former les varia^- 
tions simples, nous allons donner celles qui se rapportent aux va- 
riations composées. 
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§ *• 

FORMATION DES VARIAtlGUIS COMPOSÉES. 

Nons examinerons consécutivement les cas des fonctions a varia- 
bles primitives , de celles qui renferment des dérivées , et enfin 
les fonctions dans lesquelles entrent des intégrales définies. 

(1) 

FONCTIONS A VARIABLES PRIMITIVES. 

Premier Problème. 
Etaht donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , et y une fonction de x , trou * 
ver les variations composées du premier^ second , etc. , ordre de z' 
savoir : 

yZf è'^Zy etc. 
Solution. 

On a par définition : 

z + D'z-/^(x, y4-Dî/)+D/^(a?, y + Dy). 
Mais , par les § précédents , on a généralement : 

f-^ Df^f^^f+ — 5f 4-eie. ; 
on a donc : 

z + D'z « f(x, y + Dy) + Jf(x, y^Dy)+ 1^^ J*f(x, y 

+ Dy) + etc. + R«. 

Si nous développons la fonction /(x, y 4- Dy) par la formule de 
Taylor, il vient: 

.+D'.-.+(|)D,+ ^i-2 ( g )D,« + e.c. + 

dz \ 

+ etc. ] -j- etc. + B«. 
Mais on a aussi : 
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i 

donc 

-p c(c. )* 4- clc. 



-^clc. ) + elc. + ft« 






Mais on a : 

d(—) 
. dz dy ^'dz dy 

,d^z . . d^y 

etc., 
donc 

dz 
1 r • rf'^ % .> dv dy ,dz. d*v 
l*2'-^da:*^^ da; dx^^dy^dx^ ^ 

, d*z . dw* - . , ^ 

Or, on a : 

rfz .dz dz dy 

rfx» ^^ <te» '^ ^ dydx ^ dx^^dy^ dx* ^ ^ uy' ' dx* ' 
etc. 
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Donc 

Mais les varialioos composées première» seconde , etc. y sont le» 
termes en j/, j/*, elc, du développement de z-f-D^z i on a donc : 

dx 

dx» ' 

cf^z dz d'z 

==^^+2^^î'+(d2;)''^+(^'^'î'" 

etc. 
On a donc finalement aussi 

z^I)'z = z + ^z+-—r ^'«z + etc. 4- R'.. 

Deuxième Problème. 

Etant donnée la fonction 

u = f{x, y, z) , 

dans laquelle z est une fonction dex et de y , ety une fonction de 
l'élément constant x, trouver la variation composée première de u, 
savoir ïu* 

On a d'abord, en regardant x et y comme constants , et en sup- 
posant z = ? (x, y) : 

z+Bz « ?(x,y) + D?(z,y). 

Donc, quand j/ devient 2/ -j-Dy, dans cette expression , js de- 
viendra z + D'z y et par conséquent la déformation composée de u 
sera exprimée par 
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ti + D'ti — ^(x, y+By, z-f D'z)+D/'(x, y+Dy, z + D'z). 
Mais comme on a , par les § précédents , 

r+D/^-f+^Z+etc, 
on aura : 

u+Wu^fix, y+Dy, z+jyz)+»f(x, y+Dy, z+D'zj+etc.+R.. 

Développons la foncUon /"(x, y+Dy, z-f-D'x) par la formule de 
Taylor , il vient : 

u+D'u = w+(^)Dy -f ( £)Dfz+ etc. + j [ti + etc. ] 



Mais on a : 



+ etc. + Rn, 



1 

Dy — Jy +_-^'y4.elc. 

i 

D'z — yz+ — . ^'«z+ etc. ; 

donc 

«+ D'«- « + (|^)py+etc.) + (-g ) cy^ + etc. ) 

+ iftt -J- etc. 4- R, 

d'où l'on conclut , comme dans le problème précédent : 

Si l'on veut exprimer 3'u en fonction de 9u, jy, ^z^ il faudra 
substituer dans la formule précédente à la place de i'z sa valeur 
que donne le problème précédent , et alors on a : 

du ^ du dz 

Désignons la dérivée partielle de u par rapport kyeiz^z étant 
fonction de y , par 
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du ^u ^ du^ dz , 

on aura finalement 

*'„==^„4-(j^)*z+[§?]*y. (12) 

^ dz ' d^ 

Troisième f ROBLèsne:. 
Etant données les deux fondions 

si l'on suppose Z'-c, et que la déformée composée z+-D'z coïncide 
avec la déformée simple c-j-Dc , trouver ^z en fonction de ^c, et 
par suite gi en fonction de ^y^ 

Solution» 
On a par hypothèse : 

z+D'z = c+I>c, j?=3C, donc 
jyz=Dc; 



donc : 



Mais on a 



donc 



d'où: 



1 i 

3'z~~$z + {^)ty (12') 

de . 
r fdz dz dy de 



OU 



i'z « 9C. (13) 

On a ensuite : 
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*f * , / d^ V . , de de dy de 

dy dx dy dx dy 

dODC 



d'où i 



, . dz , de 



(2) 
Fonc/foii5 ftit renferment dès dérivées. 
Premier Problêmb. 

Etant donnée la fonction 

d^z 

dans laquelle z est une fonction de x et de y, et y une fonction de 
télément constant x , trouver les variations composées première se- 
conde ,.- etc. j de p y savoir 

^% ^''p, etc. 
Solution, 

Oa a d'abord : 

"^ cfo» "*" «te» ■'"1.2 dx" "*"*'*'" 
Mais on a 

de piqs if est une fonction arbitraire de l'élément constant x, et par 
conséquent constant , on a donc : 

d'où: 
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/p» 




















*"/?= 










• 










etc. 
















Rem. 


Mettons dans les premiers membres 


de 


ces 


derniers 


pour 


p 


sa valeur y 


il viendra : 




















j' 




d"^'5: 
dx" ' 
















^fa 


d"z 


d"'(5^'*z 

* 











dx" dx" 
etc. 
L'on voit par ces résultats que le principe de l'échange des carac- 
téristiques * et d subsiste aussi entre ^' et d. 

Deuxième Problème. 

Etant donnée la fonction 

y=f{Xyy,z,p,q), 
dans laquelle z, p, q sont des fonctions de x et de y, et y une fonction | 
de télément constant x , trouver *' V, sachant que Von a 

dz ^ , dz ^ 

Solution, 
On a par définition : 
V4-D'V«/-(x, y + Dy, z + D% p +D'p, g+D'g)+ 

Donc j à cause de la formule 

/^+D/-«r+^A+etc., 
on a : 

dV 

C --)D'g + ^[V+etc.] + elc. 
dq 
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Donc enfin : 

^V dV dV dV 

(3) 
Fonctions qui renferment des Intégrales définies. 

Premier Problème. 
Etant donnée l'expression 

dans laquelle V est une fonction de x et de y, et y une fonction de 
Vêlement constant x, en supposant quejo et y. soient aussi des 
fonctions de x, qui se déforment en même temps que y , on demande 
de trouver les variations composées i^u, i'*Uy etc. 

Solution. 
On a d'abord ; 

Vf 

Mais on a : 

' V = T- • y * <!'•¥-.—;•. y', etc. ; 
dx dx" 

de plus y jy étant fonction de Télément constant x, doit être regardé 
comme constant , on a donc : 



/r dS 1 /'d'V 



y. 

d'où : 
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y. y. 

yo tfo 

y- 

-lit/ » i 



ïo y. 

etc. 
i '* Hem. Remplaçons u par sa valeur , on a : 

yt yt 

Vo y. 

y« y. 



i^'Jydy^ J i'-ydy , 



yo y« 

etc. 

Donc 9 le principe pour l'échange des notations i ti / subsiste 
pour i' et /. 

2* Rem. Si l'on veut exprimer *'w en ^fonction de *V > off devra 
recourir à la relation 

dV 

de laquelle on déduit : 

/ 4>Wdy « ftWdy + /( ^)%,*y. 

Comme 9y est une fonction arbitraire de l'élément constant a; i 
il est clair que cette quantité doit être regardée comme un facteur 
constant dans Tintëgralion par rapport à y, on a donc 

et par suite 

On a donc enfin : 
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^'w — f ^'Vdy - V,.dy - V,,ay. + f '^Vdy. (1 S) 

Dans les § précédents se trouvent exposés les principes les plus 
essentiels pour la formation des variations pt^re^ , nous allons pré- 
sentement passfer aux variations mtâ?/e5. 

FORMATION DES VARIATIONS MIXTES* 

(1) 

Fondions composées de variables primitives. 

PiTEMi^ Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est la variable indépendante , trouver les variations 
mixtes premières, secondes, etc., dey , savoir 

9ty>^j% etc. 
Solution, 

Soient i^t^tf^dx, jy^' = (y{- (fc)«, etc.; cela posé, nous 
nommerons variations mixtes du vpremier, decond, 6tc., ordre, 
les termes en ly, , if,' , etc. , du développement de la ééformée 
mixte. 

Or, on a : 

y+l),y'^f[x + dx)'i-I)f(ùcr\-Jlx)^f{x + dx+.tf)^fix+ff:). 
Si donc on développe la fonction 

on obtient : 

y + D.y-y+ I „,+ J- ;-£%A+ctc. + R.. 
On a donc 

dx 
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dx ax' 

etc. 

Par là , la formule ci-dessus , peut s'écrire : 

»+D.y« 2/ +*.!/+ —^ *.'y + etc. + R.. 

Deuxième Problème. 
Etant données les fonctions 

en supposant 

y=b, 

exprimer *,y, '.'y, etc. , en fonction de dx, dx*, etc., et ^y en 
fonction de dx. 

Solution. 
On a par hypothèse : 

y + D,y«ê(x+dx), 
donc aussi : 

,+ |(,+d.)+i^g(,+^).+etc.- 

^ , db _, , 1 d'6 ^ , , . 
6A- -r-ax 4- r—r- -7-T ux' 4-tlc. 

ou : 

„ + ^(I.+l)da:4-— ??(•?- -f-1)'da;» + etc. =» 
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Comme on a y = 6, on aura, en divisant par dx , puis en fe- 
sant dx'^O : 



on aura de même 



dx dx dx * 

d^y M d'b 

dx^^dx^ ^ dx»' 



etc. 

On conclut de là : 

dy . ^ db db 

£CH-^dx)==-dx, ou *.!/-^d«; 

1 " Rem. Comme on a : 

'^y-'y-^dx^'^' 

la première des formules (18) donnera : 



(18) 



dv . ^ , 

^W+ -f-dx = rr-dx , 

^ ^ dx dx 



d'où : 



,„ = (^-|,^. (.9) 

2» Hew. En géométrie, y—ya; est une ligne a5 , et 6=sfx une 
ligne cd; soient OP==x, aP = î/ = i&; quand aô se déforme, et 
devient a'!/ , alors y devient 

PN = y(x+ïf). 

Si dans cette courbe a'6', x devient x+PQ"*»x+dx, on ob- 
tient la déformée mixte 

M' Q «<p (x + dX + ï/)=::y + J)^y. 

Mais si dans la courbe cd, ouô — Çx, dans laquelle on a 6 = 
aP « y, on change x, ou OP , en x+VQ = x + dx,Qn obtient 

M'Q = |(x + dx), 

on a donc 

y+D,2/='§(a:4-dx). 
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Troisième Problème. 

EtMnt donnée la fonction 

u =*/(x, y) , 
dans laquelle x et j sont les variables indépendantes ^ trouver 

Solution^ 
On a : 

Développons la fonction f(x + dx^î/+ dy)^ nous aurons :. 
tt + D,w=«tt+( — >dx+(— ) dy + etc. + 

* [tt^etc. ] 4- etc. 
Donc ,. en ordonnant , on a : 

du du 

w+Dxii=»tt + [(T^Xcfc»+ (— )3v+^] + etc. 

Mais on a : 
On a donc : 

es du -rf- *W- 

Si nous posons, pour abréger, 

if + d:fsm>Hi9 v + dy— f/> 

nous aurons également : 
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du du 

,-« + [(,-),. + ( ^)v,'l + 

(^^ ),/«]+ etc. 

Or , les vapîalions mixtes du premier,, dit second , etc. , ordre des 
fonctions de deux variables, sont respectivement les termes du pre- 
mier , du second , etc. , ordre en j/^ el if ,' ,. o» a donc : 

^ .du, , . du^ ,. 

^.u^i-y^ + i^yWr 

etc. 
Donc : 

te + D,w =w + (T.M -{- ;j--- ^,^u -[- etc. -{- R^^ 

Quatrième Problème* 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle y est une fonction de l'élément consiœnt t y trouver 
h variation mixte composée ^i^u^ 

Solution* 
Si dans la déformée composée 

on change x en x + dac , et par conséquent y + Dy en y + ^iVr ^^ 
obtient la déformée composée mixte , savoir : 

u + B^'u^fix+dx, y+ D,y) + Df(x+dx, y+D,y) 

-='f{x-tdx,y+D,y) + ^fix+dx,y+D,y) + etc. 

= w +( ^ )(îx + (^)D,2/+etc.+*[w+etc.]+elc. 
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Mais on a 

D,j/ = ^,y + j-^ ^^y + etc. ; 

donc 

du du 

u-f-D/w«= u+ ( -- )dx-|-( r-) [<^iy + etc. ]+ etc. + ^[w 

-{- etc. ] 4- etc. 
En ordonnant on a : 



Mais on a trouvé i 



du 



donc 

n+D/te-u + [ *w + (-^ ) I iy + ^ dx } +(g)(iar] +et(r. 

» r 1 .^^\ , I £ .du. ,du . du y 
«u+[*t^+(-)*y+{(^)+(5-)-^}dx]+etc. 

«:U+[^tt-^(^)*t/4-£da]+etc. 

«=« t« + 1 ^^w + T dx J + etc. 
^ dx 

= w+^(^+diK)-hetc. 
' dx ' 



Donc 



^, du 

«s ^'tt 4- --- dx 
dx 

dw 
= *tt+(^)«'(/+d«, (20) 
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Cinquième Problème. 

Etant donnée la fonction 

^ = f[^y y 7 ^) y 

dans laquelle z est une fonction de x et de y, et y une fonction de 
l'élément constant x, trouver la variation ^tU, 

Solution. 
On a : 
u + D/u^f(x + dx, y+D,y, z+D.'z)+D/{ar+(fe, y + 

En développant par la formule 
on a : 

^ [ w + etc. ] + etc. , 
, du . , . du ^ r . « . -11 

du 

( j- ) [ ^/z + tic. ] + *w + etc. 
dti ^ , , , du ^ , jdu.^, .^^. 

Mettons pour t,y et '.'« leurs valeurs , nous aurons : 

{ v)rfî/] + '« j +etc. 
En ordonnant par rapport à ^y et <tz. on a : 
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dz 
Mais on a : 

. dz . , , dz ^ , 

^ dx ^ ^ dy ^ ^' 

, , c?w . _ / dw . , , ^ du 

du^(~)dx^(-)dy+(^^)dz, 

^dy^ ^dy^'^^ dz^^dy^' 
donc l'expression précédente devient : 

u + D, le =s î«+ I dt* + [ j- ] ^y +( ^ ) J'z+iu } + etc. 

= w + [ ^'w + <^w ] + etc. 
, ^du , au . . . 

•=» W + 7- ( 3y+^^) + etc. 



, du 
- w + j- V, + etc. 



Donc 



, du 

= ^^u -f- dw 

^^^+^«*+(-^ )*^ + [g]*J/- (21) 

On a donc aussi : 

{ 

11+ D/w=w + */w + -— Jx'«w + etc. 

1«2 
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(2) 
Fonctions qui renferment des dérivées. 

Premier Problême. 
Etant donnée la fonction 

d^y 

^ dô^ 

de X et de y y dans laquelle x est l'élément constant , trouver 

*iP, ^l'p, etc. 
Solution. 

On a : 



«^■"(y+'.y + j-^ *.'y + etc.) 



m 



dx 
dx"^ "*" dx"» '1.2 djc" +^^^- 

dx« "^ rfx" "^1.2 ~dïïi: +^^^* 

Comme vj est constant, aussi bien que dx, on devra regarder 
f 1 = y +da: comme constant , et alors on a : 

Donc : 

d"» -^ 

^' P= ■ .i m- • ^1 ==^ ^ - , etc. 
dx" dx" 
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on a donc aussi : 

1 

Rem. En substituant dans les formules ci-dessus pour p sa va< 
leur ; on a : 



^. 



^. 



dx" dx" ' 
etc. 



Deuxième Problème. 
£/anf donnée la fonction 

dy 
dans laquelle on a p « -p' , froMvcr ^^V ; y est une fonction , 

ainsi que p, de l'élément constant x. 

5o/t(fton. 
On a : 

^.V«^V+dV 

,dV.^ , ^ dV. d^t/ . _ 

-(dT)*î' + ("^> d^ + ^^- 

/{em. Soient encore 

dy dz 

V-/'(a:,y,^,p,î),p--,î=-, 

on aura : 

dV dSz 
^ dq dx ' 
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(3) 
Fonctions qui renferment des intégrales définies. 

Etant donnée ta fonction 

u=^ fVdx, 

a 

X étant Vêlement constant , trouver <r,u» 
Solution^ 
On a : 

a 



uJ^D.u^ f (V+D.V) ix 



f\dx^J S^Vdx + -^f i.'Wdx + etc. 



a a a 

a ce 



a 



- / V*»+'"/^ <^^ + ,4-2 "-'/S '^^ + «•«• 



a a a 

Donc : 

/d\ r 

a a 



a a 

a a 

etc. 
Donc: 

a a 



^y^Vda^=y ^,V(fe, 



a a 
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a a 

a a 

etc. 

!•' Exemple. 

Soient v! = / Vdx, V=/*(x, y, p) , p «= -—■ ; j/ et p sont 
des fonctions de l'élément constant x , on a : 

J,w'«^, /*Vdaî « f S.Wdx « y [aV+dV] dx 

=^ fdVdx+f sVdx 

— Vdx + / sYdx. 
Cela posé^ fesons 



ti= f Vdx , 



a 
on aura : 

a 

S.w^YJa^ V^da + f SYdx, 

a 

a 



,,.-V>-V.^+/{(,^)« + (j^,^j^. 



dy dp "^ dx 

a 



Soit V « 1^ 1 + p' , on aura : 



a 



.„«=.( v/ l+p.). rf« _ ( »/ 1 +;,.), d« + y*£. g.dx. 



V dx 
a 



2"»* Exemple. 



,. V dw dj2 ,,,- , 

Soient V=/(x, y, z,p, q) » P "^ ^ > 9"* 7" ? ^ Pelement 

constant , on a : 
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/r/V dV 



dy 
a 

Si l'on pose V^t^ 1 +p' + 9* > on a : 



DEUXIÈME SECTIOX. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 

Jm=:0, J,w=0, J*'w«0, J^/ti — 0. (a) 

La résolution des équations Su = 0, ^,t««sO, ete., comprend 
trois parties, savoir ; !<» la transformation des variations *m, etc. , 
en d'autres sans lesquelles les dértvm des variations ^y, 9z^ etc., 
aient disparu sous les intégrales définies dont se compose la fonc* 
tien u. 2*" la décomposition des équations ^u = 0, etc.^ en plusieurs 
autres réellement distinctes ; 3^ la détermination définitive de tou- 
tes les inconnues du problème. 

s 1. 

TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. (a) 

Il suffira que nous donnions les règles pour la transformation de 
iu y quand u renferme des intégrales définies , car les variations 
composées et mixtes de u s'expriment en fonction de la variation 
simple iu. Donnons d'abord les formules qui servent à la transfor- 
mation dont il s'agit. Ces formules sont de deux espèces, les unes 
se rapportent à la transformation des intégrales simples et multi- 
ples à limites constantes, elles reposent sur l'intégration par par* 
ties» les autres se rapportent à la transformation des intégrales 
multiples à limites variables , nous ne donnerons qu'une seule for- 
mule de cette espèce , savoir : celle qui se rapporte à la transfor^ 
mation d'une intégrale double à limites variables. 

Les formules de la première espèce auxquelles nous aurons re- 
cours, sont les suivantes : 

8 
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a a 






a a 



^ a, ^ fia 

bah b a 

Quant à la formule de la seconde espèce , soient y^ , y, des fonc* 
Uons de x , telles que 

il est clair que la première des intégrations de l'éxpressioD 

« y» 

n-'fdxf(^)dy. 
a yo 

devra s'effectuer par rapport a y, car l'inversion dans Tordre des 
intégrations n'est pas permise ici , cela étant , je dis que Toa a : 

a if/iX xp^a \p,a 

« j/'û^ 4^0^ ;//o« 



/'*^{[V-|W-[V.|]„#.1 (B) 
a 

Rem. Si R«^ représente une fonction de x et de y » les notations 

représentent ce que devient cette fonction, quand on y change x ea 
a. De même ^ 
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indiquent ce que devient la môme fonction , lorsqu'on remplace 
y par fi. 

Démonstration de la formule (B). 
Soit t»«-/Vdy=/'(x, y), on a : 

du du . . ,du^ du 
dx ^dx^^^ dy' dx^ 

Mais 

<d^)"y ^ir^^y^ ^dy^^"^^ 
donc 

dJVdy /"/rfV.^ ,, dy 



dx 
On a donc aussi : 



/(2^)^^ + v.|. 



De cette équation on tire : 

1^\tv dfVdy . 



% 
m 



On a donc aussi 









et par conséquent 
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ce iP^X \p,X \l/,X 



a 



^oX xjj^X ^^X 



a 



f 






Maïs dans l'intégration relative à y , la variable x doit être regar- 
dée corame constante, on peut donc ;, avant d'effectuer cette inté- 
gration , changer a; en ts et en a^ alors l'expression précédente 
devient : 

« ^jX xpta ^,a 

« '•^o* ^oa xp^a 



/ 



ax çs^j,^^ dx x^i>oX 



a 



Nous allons maintenant nous occuper plus spécialement de la 
transformation des intégrales simples , et doubles à limites constan- 
tes et variables. 

0) 

Transformation des intégrales simples. 

Le but de cette transformation consiste à faire disparaître les dé- 
rivées des variations sous le signe d'intégration , de manière à ne 
laisser subsister sous ce signe que des variations primitives, telles 
que 3y, ^z, etc. Si, par exemple, il s'agissait de l'intégrale 






contenant sous le signe d'intégration la dérivée m* de ^ , la 
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tra^sforinatron dont il s'agit , consâStera à faire dépendre cette in- 
tégrale d'une autre de la forme 

a 

t W*9y*dXf 

ne renfermant plus que la variation primitive St/t et aucune déri- 
vée de cette quantité. Ou y parviendra toujours par Temploi des 
formules (A), comme nous allons le faire voir dans quelques cas 
spéciaux, 

Premieh Problébib. 

Transfortner l'intégrale 

a 

a 



Solution. Soit 
^ , r .dY .d^y ^ 

on aura , par la première des formules (A) : 

et par conséquent la seconde de ces mêmes formules nous donnera 
la transformée demandée , savoir : 

a 
ficiw.Siron poseV«^^ 1+pS p« j^ , ona: 



a 
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Deuxième Problême. 
Transforme^' l'intégrale 



Solution. 



Soit 



d^y 



•'^''-/^•'^(dr)' 



on aura par la première des formules (A) , en remployant deux 
fois : 

/..rfV 
Donc , en appliquant la seconde des formules (A) , on trouve : 



f 



^ dx ^ 



dx 
a 

Troisième Prouléme. 

Soient V « f{x, î^> ^> P' îfX P "== "^ > 9 =" ^ » 

transformer Vintégrùle 

a 



j éSdxi 



X é/anf Vêlement constant* 
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Sofution. 



Soit 



il /w' = y SVdx , on a : 

d\ dSz ., 

/dV rfV . . /* . rfV ^ d^V ^ , 

fi—-) —dx 
J dq dx 

Mais on a : 

rfV 



^(^) 






dq dz ^ dq 

donc : 



dx J * ^ •■ "^ d« ' ' dx • 

On a donc par la seconde des formules (A) : 



/ 



dV d( — ) 



dy dx 

a 
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Rem. Soit V = 1^ 1 +p» + 9», donc ( — ) — , 

la formule précédente devient : 

et 



a 



"(i) 



^? \ c^o». 



(2> 
Intégrales doubles à limites constantes* 

Problème. 

Transformer Fîntégrale 

a fi 
iu ^ f I ^Vdxdy 
a b 

dans laquelle on a 

X et y étant les éléments constants. 

Solution, 
Comme on a : 

n vient : 



du calcul des variatlans. 6S 

a a 

dV . d^ 

Comme les limites sont conslantes , on pourra înterverlir Tordre 
des kitégralions,. et écrire : 

J ^(^—^dxdy+J dyj (_.)(_ydx + 
d b' b a 

a 

Mais on a ^ par les régies pour la transformation des intégrales 
simples , les expressions : 

a 

a 

a 



f 



^ dp ^ 

i — Szdx. 

dx 
a 

fi 

T — izdii. 

dy •' 



En substituant ces valeurs dans la formule ci-dessus , on trouve, 

en ordonnant : 

9 
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a /j 
9U s=s / j JtNdxdij 
a b 



\ ' »iP 2^,« dp ' 'y^a/ 



a 



a 6 -^ 

JRem. Si nous fesons dans cette formule 

on aura : 

donc : 

%=;/"[? Jir — P fe ']dy-\-f[Çl $z ^ 

Q jj ]dx^ f f l{^^) + {^)]9zdxdy. 
xyh 9,h^ ^ ^. "-^ dx' ' ^ dy ' 

a 

^ d*z , ^z . td^z ^ 

Soient encore r-( ^-^) , « = ( ^), '«-(j^), 

on trouve sans peine 
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§ 3. 

Intégrales doubles à Ivtnites variables. 

Problême. 
Transformer la variation composée 

a y. 

quand on a 
On a d'abord par la formule (15) : 

y< y. 

fi'Vdy^V *y.-V %.+ /"^Vrfy, 

donc : 

a yo 

ce xj^iX 

- f f '"^'y 

a \fj^x 

<x> 'iiiX a 

« fdxf ^Wdydx+ f dx[\ , i.L,x^\\ ^JjoX] 
a ^aX . a 

Mais on a s 
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^ dz ^ ^^ dp ^^ dx ^ ^^ dq ^^dy ^ 

et 

Wx ^ dx ^ (te ^ ' 



% ^ d^ ^ dy ^ ' 



donc 



d(P^ d(Q^ dV dP dQ 

En substituant cette valeur dans l'expression ci-dessus^ on ob. 
tient : 



a xpoX ^ 

a îioX a i^osc 



Mais on a ; 

d (q^9z) 
dy 
donc 






a. xj^.x a 



Dans le dernier terme de la formule (« , la première înlégration 
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devant s'effectuer par rapport hy^ Tin version dans l'ordre des inté- 
grales est impossible, et par conséquent ce terme doit être trans- 
formé en employant la formule ^B). A oet effets fesons dans 
celle-ci 

nous aurons ? 

a \fjiX '4^x (p,a 

a yp.x 'l^ -^.a 

a 

«y ^ ax Xjiftx ax x^^^» 

a 

Substituons les valeurs (/3 et (y dans la formule (a^ nous aurons 
la transformée demandée, savoir : 

a 
a 

a \piX 

J J f(dT>-(f>-(f-)]^'^i"^«- . (22) 
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§7. 

DÉCOMPOSITION DES ÉQUATU)NS (à) EN PLUSIEURS AUTRES. 

u étant une expression composée d*intégrales définies^ quand on 
aura soumis les équations (a) aux transformations du § précédent , 
elles seront toutes de la forme 

L+R*-0 , 

la par tie R reste affectée de Fin tégrale primitive, et contient seule- 
ment des termes multipliés par les variations primitives 9y, ^z, etc. 
Comme les parties L et R sont irréductibles , attendu que Fintégra- 
tion indiquée dans la partie R, ne peut pas s'effectuer à cause de 
l'indétermination des quantités ^y, ^z, etc. , qui s'y trouvent , il est 
clair que Téquation ci-dessus se partagera en deux autres» savoir 
en 

L«0 , <23) 

R«0 , (24) 

dont la première se nomme l'équation aux limites. Ces équations 
se partagent elles-mêmes en pliisieurs autres , ainsi qu*on va le voir. 

(a) 

Décomposition de l'éqitation R=0. 

Dans réquation R=0 , l'intégrale simple ou multiple affecte tou- 
jours un polynôme de la forme 

P^y4-Q^z+etc.=0. 

Donc, puisqu'à eause de l'indétermination des facteurs ^y^ ^z, 
etc., les intégrations de chaque terme ne peuvent pas s'effectuer y il 
faut nécessairement que l'on ait séparément 

P=0, 1 

etc. 

Ces équations se nomment les éqimtions principales. 

Avant de nous occuper de la décomposition de l'équation Le=0 , 
donnons des exemples^ pour éclaircir ce qui précède; pour cela , 
examinons les cas d'intégrales simples et doubles. 
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(1) 

Intégrales simples. 

PbEMIER EXElU'Lfi. 

Soient w= J Vdx^ V —fi^yU^P^q), ^ = ^ > 5^"= ^ > 
a 

lequaiion 

sera de la ferme r 



a 



ax tf doc A t/ 



dx a dx a 

a 



On a donc 



a 
Celte dernière conduit à Féquation principale 

P-O. 

Deuxième Exemple. 

Soient w« / Vdx, V =/*(x, y, z, p, q) , 

a 

dy dz 

^ dx * dx * 

X étant l^élément constant > Téquation 

Jtt » , 
conduit à une transformée de la forme : 
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a 



a 
> 



Q^z V rfx = f 
en a do.ic 

L=[A+B.*a.+ C^z] — [A + Ba^ + C^z] =50, 

fit a 

a 
Celte dernière donne les équations principales 

P-0, Q=0. 

Troisième Exemple». 

Soient u « J^ l/T+T' ^^ ^ P = ^ ^ ^« •'^"^^ '» 

a 

transformée : 



a 







a 



Elle conduit à 
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Celle-ci donne Inéquation principale 

dx 
Quatrième Exemple. 



Soient n,-^ jV \ +/)«+g» *dx , p — X , 

a 

dz 
?== ^ , on aura la transformée ; 

eu = [ P^y + g^^ -i _ r P^y + gJg ^ _ 



/ 



rf( ^ ) d ( ^g >, 



a 
On a donc r 



/* dr . P ^ 



Celle-ci donne les équations principales 



10 
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Premier Cas, 

Si dans Texpression 

L-0, 
que nous supposons être de la forme 

ax «t 

il n*existe aucune relation entre les arbitraires 

on aura séparément 

A. = 0, B. -0, C=0,e(c. 



a ' R ' « 



\-0, B^-O, C^-0,etc. 

Car, à cause de rindétèrmination et de Tindépendance des 
quantités {a) , le polynôme L ne peut pas devenir nul par une ré- 
duction algébrique entre termes semblables. 

Rem. Quand la fonction ne peut pas se déformer aux limites de 
l'intégrale I alors on a évidemment 

Sy «0, iy=0, (p) ^0, etc. 

a a (*X a 

car soit y^ Ay une constante, on aura évidemment 

d'où : 

iy^^O , S^y=0^ etc. 

et réquation aux limites n'aura plus lieu , comme s'évanouissant 
d'elle-même. 
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Deuxième Cas. 
S'il existe entre les quantités 

des relations 

? = , 9, «= , etc. 

il fendra éliminer dcL =0 autant de ces quantités qu'il y a de re- 
lations données , puis on égalera à zéro séparément les coefficients 
de celles qui resteront indépendantes, 

Eclaircissons touteeci par un exemple. 

Exemple» 
Soit 

L = V d«-Vd.+(^)*> _(^^) ey =0; (r) 

te a (*p tfi a dp a 

1* Si les limites correspondantes à x=a, x-«a, sont fixes, et 
données, on a 

dcc^O, da^O, "V «0, ^y=*0, (3) 

« a 

et Pfiquation L=0 s'évanouira d'elle-même. 

2* Si les quantités {B) sont indépendantes, et si les limites cor- 
respondantes à x « a, X « «, ne sont pas fixes , on aura sépa- 



rément : 



V =0, V =0. (^ ) =.0, (^) -.0. 

« a dp a dp a 



3** Supposons qu'entre les quantités 



da, da, ^y , ^y , 

a. a 



on ait les relations 



a dx a dd 
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on en déduira 

r dXa , rfy V T , 
et réqvation (y) deviendra : 

Cette équation ^ à cause de l'indépendance des accroissemenis ar- 
bitraires 4x et da , se partage endeux autres , savoir : 

V +(^) r — -(^) 1-0, 

(2) 
Intégrales doubles^ 

S'il n'existe aucune condition relative aux limites a, ^c^ 0, 6 des 
intégrales^ l'équation L=0, ne pourra être satisfaite qu'en po- 
sant égal à zéro séparénaent les coefficients des quantités 

^z y ^z , ^z , ^ y elc, 

«,y a,y «,/9 x,h 

S'il existe» au contraire» des relations entre ces quantités , on en 
éliminera de L » autant qu'il y a de ces relations, puis on éga- 
lera à zéro séparément les coefficients de celles de ces quantités qui 
restent indépendantes. 
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Premier Exemple. 
Soit 

^=[ flP fz -p & 7rf„ + 



«/ «^ *^ ^«^ «,6. J ' 

et supposons que les variations J^z,j^, etc., soient indépendantes , 
on devra poser séparément 

Deuxième Exemple» 
Soit 

L = Jdx[V &ij, —V ^i/o + R *^^ — R ^r 1« 0, 
a 2^ y*» y. y. y- y. 

et supposons que l'on ait , en même temps , les relations 
^ + ( — ) ^y.^C^-) in 

y, «2/ y, d^ y, 

on déduira de celles-ei : 

* r / ^A \ r dz ^ . 

'\r^^d^\r^ry'^,^"j- 

y. "-^ % V ^ rfy y. •' *" 
ce qui donnera : 
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a 



( V +R [(J^) -(^) ]).i/o}-0. 

Comme *y» et ^i^o sont maintenant indépendants , celle équa- 
tion se partagera en deux autres ^ savoir : 

V +R [C^') -(^) 1 = 0^ 

V +R L(^) -cg") 1 = 0. 

S 8. 

C0r<DlT10NS DES FONCTIOiNS MAXIMA^ ET MINIMA* 

tt désignant une intégrale définie simple ou double , nous allons 
chercher les condilions pour que u soit plus grand ou plus petit 
que toules ses déformées , que nous représenterons collectivement 
par udb Du. 

(0 

Intégrales définies simples. 

Nous aurons deux cas à examiner , selon que les limites de Tin- 
tégrale sont données ou demandées 

Premier Cas. 

Première Règle. 
Pour trouver la fonction y = yx , propre à rendre l'expression 



ce 



U= f \dx 0) 



a 
un maximum ou un minimum , b et a étant donnés y il faut ré- 
soudre l'une des équations 

^tt =a , ou *M « — . 
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Démonstration. 

Soît yssfa; h fonction cherchée. 

En subsUluanl celle valeur, ainsi que celles de ses dérivées , 
dans V , alors u prendra une valeur que je représenterai par u^ , 
et celle fonction sera, par hypothèse ,. plus grande, ou plus pe- 
tite, que toutes ses déformées comprises entre les mêmes limites. 

Soit Uf=zf(a), nous aurons, pour représenter toutes les défor- 
mées de t#y , les expressions 

du 
«p + Dttp «=/-(o+0 - », + ^"f + f*'K =F(o) , 

/ 

étfl 

Comme les fonctions F(a) et F,(a) sont arbitraires, on pourra 
toujours les concevoir telles que les différences 

Fa— fa, F.a— /il, 

soient aussi petites que Ton voudra, et que par conséquent Far- 
bilraire if soit aussi petit que l'on voudra. Cela posé , si nous ré- 
solvons l'équation 

du^ ,, ^ dw« 

:7-S. — i/K = 0, ou _£--yH=0, 

dx dx 

on en déduira pour if plusieurs valeurs , telles que a, fi^... Soit a 
la plus petite de ces valeurs, il est clair que toutes les valeurs de if, 
comprises entre et « , satisferont aux inégalités 

et par conséquent aux suivantes 

dUm du^ ^ „ 

~%>,-K, on ^%>.'H. 

1* âbit maintenant t/y un maximum, on aura : 

t*y > t<y + DWy . 

^ ^ ^ ~ ^^'f ' 

ou 

11 
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dUm ,-r 

Si donc on prend pour y une valeur comprise entre et ^ >. les 
relations précédentes se réduiront à celles-ci : 

. diiç 

du^ 
or, celles-cî ne pourront subsister à moins que Ton n'ait :: 



ou 



dVf 
dx 


K 


— 9u^ 


« 


0, 


du^ 
dx 


^' 


=a JWy 


» 


1 



ou 



2* Soit n^ un minimum, on aura 

w^ < «y 4- Dw^ , 

Wy < ^f — ï^*** » 

Si Ton prend pour jf l'une des valeurs comprises entre et «, les 
inégalités précédentes se ramèneront à celles-ci : 

dU(i 



tiç < Wç + rrr ïf , 



dUe 



Uç <[ Uç — ^^ 



qui ne pourront être satisfaites à moins que Ton n'ait : 
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ou 

dw^ 1 

Donc, pour trouver ia fonction j^ =-vaî, propre à rendre tf une 
fonction maximum , ou minimum » il faut résoudre Tune des 
équations 

iu «0, *w— — . (a 

Deuxième Bègle. 

u^ , pour y sa ipx déduit de (a , «era un maximum , guand 
on aura 

$\ < , 

e^ un minimum , quand on aura 

^\ > 0. 

Démonstration, 

Comme on a J^w^œO, il vient 

tiy - Dwy - t/y + — ^ »^«- v'H'. 

Donc , l"" dans Thypothèse que t/^ est un maximum , on doit 
avoir : 

Or, on démontre ici, comme précédemment, que Ton pourra 
prendre pour jf une valeur assez petite pour que les formules pré- 
cédentes se réduisent à celles-ci : 
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il faut donc que — ? i,*^é*u^ soit négatif* 

2» Si —t;,^«.JX était positif, on aurait, au contraire 

".<"f + rï S' '•+'•"'■ 

et alors t/^ serait un minimum. 

Deuxième Cas. 
Troisième Règle. 
Pour trouver la fonction y«=px, et les limites x=a, x-=tf 

propres à rendre u= / Vdx un maximum , ou un mini- 

a 
mum entre les limites , il faut résoudre l'une des équations 

i 

J,u =» , ou d,u =• — . 

Démonstration, 

Comme les limites ac—a, xssa sont inconnues, il est clair 
qu'il faut faire varier Télément constant x , aussi. 

Donc si w« doit être un maximum, il faut qu'en posant u^^fa, 
l'on ait : 

t«y > w^ + D.w^ f 

Wy > Wy — D.î/y , 
mais on a : 

fin 

«, + D.«y = /-{a -f dfl + v) == «^ 4- ^ ». +» .K . 
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Donc f dans le cas du maximum, on a 

du, 



Si, au contraire y u^ est un maximum ^ on doit avoir 

On on pourra prendre if, ssy-hda, assez petit pour que ces 
relations se réduisent aux suivantes : 

pour le maximum , et à 

^ < ^ + dT ^' • 

pour le minimum. 

Mais on voit que ces relations ne sont satisfaites qu'en posant 

dum n 

ou 

dUç ^ 1 

Donc, pour trouver la fonction ytssfx, et les limites x a>a , 
xssay propres à rendre 

11= r\dx 

a 
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un maximum ., ou un minimum , il faut résoudre Tuae desÀiua- 
lions 

On prouvera , comme dans le cas précédent , que le maximum 
de la fonction Uj^ est caractérisé par la relation 

€t le minimum par la relation 

^,'My y 0. 

(2) 
Intégrales définies doubles. 

Nous examinerons successivement les cas où les limites de Tin- 
tégrale sont constantes , et variables. 

{«) 

Limites constantes. 

On démontrera , comme dans le cas des intégrales simples , les 
règles suivantes : 

Première Règle. 

* 

Pour trouver une fonction z==f(x,y), x, y étant les éléments 
(constants , propres à rendre Vintégrale 

ur=» I I Ydydx 
a b 

%in maximum , ou un minimum entre les limites données 





il faut résoudre l'une des équations 



Jw = 0, 9u=^^. 
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Deuxième Règle^ 

Pour trouver une fonction zs»j»(x, y)^ x et y étant les variables 
indépendantes , et les limites 

y 



'-{.' 



propres à rendre ^intégrale ci-dessus un maximum , ou tm mini- 
mum y U faut résoudre tune des équations 

1 

Limites variabks. 
Troisième Règle. 
Pour trouver une fonction z » f(x, y) , et les limites variables 

propres à rendre l'intégrale 

a y, 

»= / / \dydx, 

a jfo 

un maximum , ou un minimum entin les limites données , et 
constantes 



''t' 



il faut résoudre Vune des équations 

i 
yw^O, ou ^w= jr-. 

Démonstration. 

Gomme y est une fonction de x, il est clair qu'il faut comparer 
la fonction u^ y à ses déformées composées , qui sont : 

.,_^„,_.,_lU^)-.(|')|],-,-H|. 
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Donc en prenant tj suffisamment petit, on aura ^ dans le cas du 
maximum 

et dans le cas du minimum : 

Ces formules exigent que l'on ait : 

Le maximum sera caractérisé par 

S'\ < , 
et le minimum par 

^'\ > 0. 

jRew. Les mêmes choses étant posées qUe dans la règle précé- 
dente, si l'on demandait en outre les valeurs des limites constantes 



X = 

a 
il faudrait résoudre Tune des équations 

i/u as 0, ou //W-=— y 



§ 9. 

MiXIMA, ET MINIMÂ RELATIFS. 

Quand une fonction quelconque 
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doit deveDir un niaximum ou un minimum,, sous la condition que 
des équations^ 

soient satisfaites en même temps ,,. nous nommerons cette valeur 
extrême un maximum , ou un minimum relatif. 

Pour ramener les questions de cette espèce aux règles du ^ pré- 
cédent^ nous remplacerons le système des équations données par 
l'identité 

dans laquelle A, A| , etc. ; représentent des fonctions indéterminées^ 
regardées comme constantes» Alors la question consistera à cher- 
cher une fonction^ telle que ^ = ?(», y), propre à rendre Tèx- 
pression [a unmaximum, ou un minimum. 

Cette fonction, qui satisfera alors en même temps aux équations 
1=3 0, L, = 0, etc. , se trouvera par conséquent , en résolvant 
l'équation 

+ SQi, L)+ S{iK,U) + etc. — a. (24) 

Cette équation , en la transformant convenablement , fournira 
par sa décomposition plusieurs autres équations, qui , jointes aux 
relations données , conduiront aux valeurs de toutes les inconnues 
du problème, ainsi qu'à celles des constantes A, Ai , etc. 

Rem. Ordinairement les fonctions 

/", I^ L, , etc.^ , 

sont des intégrales définies simples > ou multiples^ 

Dans le cas d'intégrales simples,, elles sont ordinairement de la 
forme 

A 



w =s / Vdx , 



a 

. fwdx — K, 
a 



12 
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a 



L,= Tw.rfx— K, , 



a 
etc. ^ 

6Ù K , K, > etc. , désignent des eanstantes données , ou încon- 
niies« 

Quand les fonctions /*, L, L, , etc. , se présentent sous la forme 
d'intégrales définies, le problème dont il s'agit» est nommé plus 
spécialement , problème des isopértmètres. 

Le problème des isopérimèire^ ^ en tant qu'il se rapporte à des 
intégrales définies simples de la forme indiquée ^ dépend par consé- 
quent de la résolution de Téqu^tion 

a 

iu = /*dx[^V+^(A.W)+^(A.-W.)+ele. 
a 

.— *(A.K)— a^CA^-Ki)— etc. « 0]. I 

Mais A; A|,... K, K, ^... étant constants , on a : . 

j^(A.K)«0, rf(A..KO =0^etc. , 
et par conséquent Téquation ci-dessus devient simplement 



a 



9(K • W. ) +ele. ] « 0. (25) 

Pour spécialiser cette formule générale , posons 
V — «/^(x,y,p), W = Ç(x,y,p), W, «^Ç,(x, y, p) , etc. 

^ dx ' 
et supposons que x soit rélément constant, on aura : 



a 
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/.Vrfx-[(^).j,l.-[(-^)-W,+ 
a 



" dV 




dp 
dx ^ ^ àx 



dY 






a 
a 



/^-A.W)dx=A,[(^).ri/],-A[( — )^i/]« + 



a 



f 



* rfW. 






dy dx 

a 



/.r(A..WOdx«A.[( ^' )-^y]a-^»[( d^'^'^^^« + 



a 



^(^■) 



a 

elc. . etc. 

Donc réquaflîon (25) devient : 

. dv '^^d;;^ ,,dw, ^i^i^ 
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A. [( "^ ) - ^ ] + etc. I dxiy^Q. (5G) 

Quand on ne donne qu'une seule équation, savoir L=0, il 
faudra faire dans la formule (26) : 

A, —t), A, = € , etc., 

et alors on aura simplement 



tu — f dx [ *V + * ( A. W) j 




a 

^^ dy ^ dx ^ 

dW 

dW ^ dp ^ , 
'^^W^ £-]H-'i'-0. (27) 

Cette équation se partage en deux autres, qui sont : 

En intégrant la première ; on trouvera la fonction y m^^fx j qui 
doit satisfaire à l'équation Le=0 , en même temps qu'elle rend l'ex- 
pression 

u^ r Ydx 



un maxmium-^ou uf) minimum. 



du calcul des variations. 93 

L'équation (29), jointe à la relation 



L« /*Wdx— K«0, 



a 



servira, quand K est donné, à déterminer les constantes pro- 
venant de l'intégration y Pindéterminé a> et les autres inconnaes 
du problème. 



DEUXIÈME PARTIE. 



APPLICATIONS DU CALCUL DES TARIATIONS. 



Premier Problème. 

Chercher la ligne la plus courte entre deux points donnés dans 
un plan» 

|x«= a ix '^^ a 

, B < 

les points donnés; en supposant les axes reelangulaires^ la ques- 
tion à résoudre sera celle-ci : 

Trouver une fonelron y=z^x propre à rendre Texpression 



w — r dx^ 1 +p* , 



a 

dy 
dans laquelle on a p*» ~, un minimum, x étant Félément 

constant, et les limites a^ssa, x^^a étant données. 
Solution. 
Il faut résoudre Péquation 

^ = r dx^v i~+p^ 

a 
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iX 



/ 



af(— =^) 

— J^ cte =t 0. 



On en tire ;^ 

^(.7==:)-0, (2 

Les points A et B étant donnés , on a ^y» » 0; <^^a = ^9 donc 
Féquation s'évanouit. 

L'équation (2 donne ^ par Ilntégration : 



d^où : 

K 



y 1— K* 

Pesons , pour abréger, -~ «=C^ et remplaçons p par sa 

valeur r — , nous aurons I équation 

qui conduit à la fonction cherchée : 

y«Car+C'. (3) 

Les constantes C; CI se déterminent par les équations 
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On a donc ; enfin : 

a — a et — a 

Rem. Si les points A^ B^ ne sont donnés que par leurs absebses 
x=»a, x«-«> alors les variations «ry^j., 9ya ne sont plus nulles^ par 
conséquent l'équation (1 se décomposera en 

Ces équations sont satisftiites ,. en posant 

tt « , ou -/ — 0. 

Donc la droite est parallèle à Taxe des x , et l*on trouve par sou 
équation 

y = const. 

Deuxième Problème. 

Trouver la plus courte distance entre deux courbes 

6=Ça, /5=%i« (a) 

données dans unplan^ 

Les axes étant supposés rectangulaires ^ et x étant pris pour Té- 
lément constant, la question à résoudre sera celle-ci : 

Chercher une fonction y=.fXy et des valeurs x^a, x « â: , 
propres à rendre l'expression 



w=: I dx )^ i-f-/J* 



a 
un minimum» 



Solutix>n. 

Comme lés limites a et « sont inconnues , il faut résoudre l'é* 
quation 
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«^.u — r dx.^, y" l ^ p^ 






a 



^ i -Vp* a ^^ 

Cette équation se partage en deux autres , savoir : 



efx^j/ «a 0. 



et 

K 1 +/>' 

L'équation (2 donne par Tintégration 

y=Cx+C'. (3 

Donc y parmi les droites que représente Téqualion (5, il n^y aura 
que celle qui satisfera à Péquation (| , qui résoudra la question, il 
faudra donc déterminer les constantes G et C d'après cette condi- 
tion. Pour cela, remarquons d'abord qu^on a les équations : 

dont on tire, par les formules (16), (18) et (19) , 

dfci , db . 
•^« da da ' 



dfa , rf3 , 

aa ax 



13 
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Mais à cause de 

on a : 

^ = C ^?^„ c- 
da * da ' 



donc 



db . dfi 

3y + Crfa — ---da , J'y^ + Cda = -~ cte , 



ou : 



En substituant ces valeurs dans Téquation (1 , elle devient : 

dQ ^ db 

Gomme da et da sont des accroissements arbitraires^ et indépen- 
dants > cette équation se partagera en deux autres , savoir : 

d& db 

En joigûant à ces deux équations les suivantes : 

6 = Co + C', /3— Ca + C^, 

on aura six équations pour déterminer les six inconnues 

a, 6, «, /S, C, C^ 

Troisième Problème. 

On demande la ligne la phs courte entre deux points donnés de 
l'espace. 

Supposons les axes rectangulaires, et soit x l'élément constant , 
la question à résoudre sera celle-ci : 
Trouver deux fonctions 

propres à rendre Texpression 
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a 

uniDinimum y entre les limites données xsa^ X'^a. 
Solution» 

Gomme onap*- -p, gf—— , et que les limites sont données, 
il faudra résoudre l'équation 

a 

„r P^y + g^g -, _ r p^y + q9z _ 

d{ ^ ^ - ) dr ^ -y 

' oa; ooc ) 

a 

Cette équation se partage en deux autres , qui sont : 
psy-}-qiz piy + qtz 

(2 

d( — r==r=) = 0. 
|/ l+p»+9» 

L'équation (1 s'évanouira ; car les points A et B étant fixes , 
on a : 

dy^ -0, Sz^ - 0, iy^ =0, ^z^ -0. 

* 

En intégrant les équations (3 , on trouve : 
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On en tire : 

dy k ^ 

dz h 

En inlégrant de nouveau, on trouve les équations de la droite : 

1x=:a [x = a 

y« 6 , B |î/=/ô , 

les points donnés ; on déterminera les constantes 









c, C, 


f 


c, 


c. 


» 


par 


les relations 
















b 


«= Ca+C, , 




$m. 


'Ca + C, 






c 


= Ca + C'., 




•/ = 


. C'« + C, , 


et r 


on aura : 


















y 


= fap= — - 
a — 


b 
a 


X + 


0! 


- a ' 






z 


— t/./j. -^ _ 


c 


^+ 


<3ec ' 


— av 




a — 


a 


a 


— a 



Rem. Si Ton donnait seulement xs=ia, xssa, c'est-à-dire les 
plans perpendiculaires à Taxe des x comprenant la plus courte dis- 
tance , alors les variations J'j/a, 9z^ , iya^ Sza ne seraient plus nul- 
les , et comme elles sont indépendantes entre elles , TéquatioD aux 
limites fournirait les suivantes : 

r ^ ] -.0, r- — g — 7 =0. 

k 14-p'+9» " Kl+p'-fg» " 
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Ces équations sont satisfaites en posant 

d'où : 

z = const. , y &= const. 

La plus courte ligne cherchée est alors une parallèle à Taxe des 
X, comprise entre les plans X'^a,x=c6. 

Quatrième Problème. 

On demande la ligne la plus courte entre les deux courbes 
de ^espace 

)b=^a, (fi^Xa, 

2) 

En supposant les axes rectangulaires, et que x soit Télénient 
constant , la question à résoudre sera celle-ci : 
Trouver deux fonctions 

y es yX , Z=:ipX , 

Cl deux valeurs 

propres à rendre Pexpression 



u == r dxV 1 + ;>' + g» 



a 
un minimum. 
Solution, 



Soit V=r l+p*-J-g* ; comme les limites x=»a, x = « 
sont inconnues , il faudra résoudre Téquation 



^,u =^ r ^, \dx 



a 



f \^\ \d\\ dx 



102 Nouveaux Eléments 



= /*/ V . dx +' V.d« -- V.da 



V ( ^y^'^' + J ( d7)^ rfx + V.d.- Va-fa 
a a 

= V„ d«- V. da +( ^ ). Jy. -( ^^)« 9y, + 

/ d(^-^) 

^ a 



dx 
Cette équation se partage en celles-ci : 



V,d«-V,rfa + (^-l).*y.-(;jl).*V.+ 



( 5^) ^z _( ?)^*z„ -0, (1 

^ dq ^<^ ' ^ dq ^'^ " ' ^ 



'^^dT^^'' 



(2 



En intégrant ces dernières ^ on obtient , comme dans le problème 
précédent, la droite 

Comme on a p— JL«sC, g— ^=C', Téquatîon (1, 

ox ax 

qui doit être satisfaite par les valeurs (3 ^ devient 
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[1 +C' + C' ] rfA— [ \ 4-C«+C''] da + 
C*y« + C'<fe« — Qya — C'itea — 0- (4 

Maïs les arbitraires 

da, da, iy^ , jz« , j^a , ^z^ 
ne sont pas indépendantes , à cause des relations 
Va = fû — ^a— 6 , î/« = f« = :«tf — /3 , 



(» 



Or , on déduit de celles-ci , par l'emploi des formules (17), (18) 
et (19), ces autres relations : 

iy^^-aa=-da, ^î,^ + ^d.= _d.. 



dza de . dza d'f 

-— da « -T— »« * ^^« + ■; — (to «— --- 
da da * ' cm cfa 



On a d'ailleurs , par les équations (3 : 

rfa ' da ' (fc * da • 

donc : 

dt di 

En substituant ces valeurs dans l'équation (4 , elle devient : 

[ 1 + C — +C' — 1 do — 0. 
da da -^ 

Comme d:<; et da sont deux accroissements arbitraires et indé- 
pendants entre eux , celte dernière équation se décompose en cel- 
les-ci : 
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Si nous joignons à ces deux équations les suivantes 

b =|a f fi czXx ^ 

OR pourra déterminer les 10 inconnues 

a, », C 

«, fi, y 

Cinquième Problème. 
Trouver la ligne la plus courte e^itre deux surfaces données 

En supposant les axes rectangulaires , et que x soit Télément 
constant , la question à résoudre sera celle-ci : 

Trouver deux fonctions 

et deux valeurs 

X = a, x= a 

propres à rendre l'expression 

u^ r dx y I+p' + 5* 

a 

un minimum. 

Solution. 
En raisonnant comme dans le problème précédent , on trouve 
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on trouve 



= Cx+C., \ 



. _. . . . («) 

pour les équations de Ist ligne cherchée ^ et 

[ 1 4- C»+C'-] d*— [ i +C+C'^] da + Wy. + C'c^'z» — 

pour réquation aux limites. 

Mais aux points où la droite (a rencontre les deux surfaces don- 
nées ,. on a : 

j2r^ — c - C'tt + C; , z^ = y = C'«+ C, . 
On a donc , par les formules (17), (18) et (19) : 

cf^^ ==: ( ^ — C) da — dô — Cdà , 

fc^ — ( ^ — C >da — de— Gda , 
* ^ da ^ 

^y^= ( ^ — C)d«=»d/^— Cd«, 
^^- = ( T^ — C' ) d«» dy — C'A». 



On a de plus 

En substituant ces valeurs dans Péquation aux limites ; elle de- 
vient : 

[C + (^)l«W+[C'+(^)]dy- 

[C + (^)]d6-[C' + (^)]dc-0. 

14 



106 Nouveaux Eléments 

Or, les accroissements arbitraires 

dbj de, dp, df 
étant indépendants, Téquation précédente se décompose en celles-ci: 

C+(|,.0, C+(^,_0. 

c + (|)-o. c. + (^)-o. 

£n joignant à ces équations les suivantes : 

a«|(6,c), « = X(^,y) 

On aura le nombre voulu d'équations pour déterminer les dix 
inconnues 

a, 6, c, tf, A y, C, C, , C, C, . 

Sixième Problème. 

Chercher la surface minimum comprise entre deux plans 

x^^ a f X =5 « 
perpendiculaires à l'axe des x, et deux surfaces donnas 

c^f(x,y}y y «A (x,y). 

En supposant les axes rectangulaires , si de plus x et y sont tes 
éléments constants > la question à résoudre sera cdle-ci : 

Trouver une fonction 

de deux variables, et deux fonctions 

Vo « -XoX , y^ « \fftX 
d'une seule variable , propres à rendre Pexpression 

u tsz I dx 1 dy w l-|^p«-|-ç>^ 
a yo 
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un minimum entre les Hmiteâ données 

SoluHon* 
Soit pour abréger 

dz dz 

dans celle expression on a P=»(;t-);Î = (;j-)- 

Comme les limites inconnues de Tintégrale double sont varia-- 
blés y on aura , d'après la relation (22), à résoudre l'équation 

a 



(Q 



~ ** j; V*,x <f^x,fa) — (Q ^P ;n )«.m'^«,^^ 1 + 



a ^o^ 
Celte équation se décompose en 



a 



a 



et 



(^)+(^) = r(l+g«)-zpîs4.Ul+P«)-0- 
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En intégrant celle-ci, qui est aux différences partielles du second 
ordre , on trouve la fonction cherchée 

renfermant deux fonctions arbitraires ^ que je représenterai par 
«1 > tût. Pour les déterminer^ ainsi que les fonctions inconnues 

il faut recourir & Téquation (7)9 et la décomposer en plusieurs au- 
tres. A cet effet ^ observons que la surface minimum cherchée 
js G=8 j> (x, !/) , rencontre les surfaces données 

««/"(ap, y), '/«A(x,y) 
en des points pour lesquels on a : 

^œ,t^ = « ( «, '^oX ) = /• ( X, v/o« ) , 

On a donc, par les formules (12^), (13) et (14) , 



« 



OU 



Soient pour abréger : 
les équations ci-dessus donneront : 
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Comme on a de plus 

i — )z=sPs 4-01 a= P g JL, ? I 



, Q 



réquation (r) deviendra : 



/ 



ce 



*^iFfÎFÎ7W-^(*+^'+''"U- 



Comme les fonctions arbitraires ^iX, i\fM sont indépendantes, 
cette équation se partagera en deux autres , savoir : 

( 1 +P*+ W" ),,,, - (P?"-MV,^ • ( I U« - , (1' 

Eliminons de celles-ci les deux facteurs 

^ dx ^«#*i» ' ^ dx '«**•« ' 
A cet effet j on a les équations 

qui donnent , par la différentiation : 

^ dx ^«.*.« ^ </y '«,*•« * ^ dx ^x,1>^ ^ dx ^*'**»* "^ 

(^) . r ^ ) 
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f±) j.(^) .(^) ^/-L) + 

^ dy "^a?»*!* * ^ dx ^x,f « * 

On lire de celles-ci : 

dx Ui^ " ( 9' — î )^^^ ' ^ dx Uh^ (f—q )^^^^ • 

En substituant ces valeurs dans les équations (1^ et (2' , celles-ci 
deviennent : 

ou 

* ^ dy ^x,^xx * ^ 'dy «/*'t« ' ^ dx '^«.îh« * dâ;^ar,f,aî ~ * 

14-/ — ^ .( — ) JL- ( — ) .( — \ -sO. 

^ dy «,*•« ^ dy ^x,^cx ^ dx ^os^itfis ^ dx ^^a?,^»» 

Comme on a 



(^) 



il est clair que les équations (fi)y pourront être remplacées par les 
suivantes : 

Ces équations^ jointes aux équations (') , serviront à déterminer 
les fonctions arbitraires ax , co^^ et par conséquent la surface mi- 
nimum 

5J — 7 (ar, y) 

sera complètement déterminée. 

En substituant ensuite cette valeur de z dans les équations if) i 
celles-ci feront connaître les fonctions inconnues 
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Septième Problème. 

Chercher ta courbe qui, en tournant autour de Faxe des x , en- 
gendre une surface de révolution la jdus petite possible entre les 
plans X ■*» a, x •« «. 

Solution^ 
On a ici Téquation 

a 

a 

Comme les limites a et a sont données, on trouve la eourhe 
eherchée 

en résolvant l'équation 

a 

<^w — 2t J' ^{yV i +p^)dx « 0. 
a 
Or, on a : 

Vi^ptiix 
On a donc : 



l/T+7'" "" Vt+ 



p» * 



/ 






Celte équation fournit par conséquent celles-ci : 
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En effecluant la différentiation indiquée , cette dernière devient : 
^^ Kl-Hp» (1+P*)I^1 + P* 



<l+p')l^l+p* 

etr se réduit à 

(£c c7tf , dp 

('+'■' 7-' f+r+F- 

Comme on a djn «= pcfx , on trouve 

dx dp 

Pour intégrer cette équation ,. multîplions-la par — == p , 

nous aurons 

dy pdp 1^ 2pd/> 

d'où r 

H y = log»^ l+p»^+log c , 

C 

On tire de celle-ci : 

p=^ = \/lïp, d'où: 
^ dx c« 

dx dy , ^ r ^y 

c |/ a«— c* ^ y K j« — c' 

ou 



i 
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(y + ^ »*— c')l^' 



dy + î(y* -cY iydy 



J S + ^ y'-—c* 

y -i-^ r — c* 

log c'. (3 



ou 



d'où : 





y + 




— c 


• 

9 






• 
•• 


















y'= 


I 

2c' 


( 







(a) est la fonction cherchée 

c'est l'équation d'une chainelle. Comme on a — ^ — IL l'on 

dop* c" ' 

^^ ^"^ d? ^^ ^ ^"' "^^'"^ ^'^"^ ^ ^^'^^ '^ chainelte («) tourne 
sa convexité vers Paxe des x. 
La relation {a) change l'équation aux limites en 

[ c'» «• - c e '] ^y„ - [ c" e« - c' e"« ] J"y„ = 0. (,3) 

l' Si la courbe cherchée doit élre comprise entre deux pomts 
donnés 



fx = a (x^ Ci 



on aura 

15 
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et réquation aux limites s'évanouira. Les constantes cetc/se déter- 
minent alors par les équations 

a a 

ft = 2? ( c « + c- e > 

(0 

a « 

S"" Si Ton donne seulement le point A ^ on a 

^y =0, 

et 

a oc 

c/^eë — c'e"*= ,d'où 

CL 

c' = c e ^. 

En substituant cette valeur dans les équations (v) , on trouve les 
deux inconnues c et fi. Comme on a alors fi = c. Ton voit que 
le point B est aussi bas que possible. 

3** Si A et B ne sont pas donnés , on a : 

a CL 

a a 

(/« e' — c* e" = 0. 
De ces équations on déduirait les résultats contradictoires 

(f =s ce ^ , c^ ^'^ c*e ^. 
Donc le troisième cas ne donne rien . 

Bem, On peut simplifier l'équation (a), en prenant pour axe des 
y la plus grande ordonnée , qui est 

y=- c; 

car pour y <C c le radical 1^ y* — c* est imaginaire. 
On a alors y=^c , quand x b ; donc 
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= log c + c' , ou c' ■= — log c , 



et 



c ^ c ' c c 



log • 



En passant aux nombres, il vient : 






? e = 



donc 



X 



y= g- c I e' + e 'I- 



Si Ton change d'axes ^ on a : 






Huitième Problème. 



On demande la courbe qu'un point matériel pesant doit suivre 
pour aller dans le temps le plus court ^ sans vitesse initiale, du 
point donné A , au point B , aussi donné. 

Solution. 

y ^ b , B |î/ = /3 , 
z = c (^ = V 

les coordonnées rectangulaires des points donnés , ty le temps de 
la descente^ nous aurons l'équation 

^Bs minimum. 

Cherchons l'expression de t. 

Pour cela, on a , par les principes de la mécanique, 

ds dv d^s vdv ,.^ 
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Soit maintenant F la foroe normale qui retient le point sur fa 
courbe ; soit g la gravité dirigée parallèlement à l'axe des y, soient 
fty »^ a les angles que la force F fait avec les axes des x, y^ z,, on 
aura . par les équations (1) : 

d*x __ d'y ^ d«z 

_. «Fcos^, ^ - e, + F COS., - - Fcos». 

Multiplions ces équations par dx, dy, dz et ajoutons, nous 
aurons : 

dxd'x + dyd*y A^dzd^z , „i ^ , . 

' ~-j- = gdy +Flcosfldx + cosmy-{- 
cos ^dz I . (2) 

Mais, puisque le plan de la force F est un plan normal» on a 
pour son équation 

cos (idx + cos vdy -]- cos vdz = ; 
donc Téqualion ci-dessus se réduit à : 

dxé^x + dyd^y -f dzd^z 



dt' 
Mais on a 



= gdy. (3) 



ds^ dx* + dy* + dz^ 
dt* dt* ' 

donC; en différentiant : 

dxd*x + dyd'y + dzd'z 

vdv =3 -^^ . 

dt"" 

L'équation (3) devient donc : 

vdv =» gdy. 

En intégrant; on a : 

v^ = ^gy + c. 

Comme le point mobile est sans vitesse initiale , on a 

2gf6 4- c = , c — 2gf6 ; 

donc 

t- = 2gf(y~6), 

V = ^ ^giy — b). (4) 
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Mais on a : 

.dr=— r= ^.(/ ^^ 1 +r+g' . 

d'où : 



= f 



— = tnimsMiai. 



^ %t/ ^ y—b 

Faisons poar abréger 

on aura à résoudre l'équation 

6 






) 



Celte équation se décompose en : 

[ ^L ^^. =0, (1 

WU ^P P ' 

et 

d{î-) d(±.) 

wu wu .^ 

dy ^ dy ~ * 

En intégrant les équations (2 , on trouve 



w*u w*u 
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et 

L == _ ou B^) — Ag = , 
q B 

ou 

B ^ —A — =0 : d'où Bx- - hz = c. 

C'est l'équation d'un plan perpendiculaire au plan des xz\ la 
courbe cherchée se trouve par conséquent dans ce plan. 

Prenons pour le plan de la courbe le plan des xy , on aura : 

9 = ( ) = 0, doncu;= «^ l+p' = V * + d^' 

Donc : 

A» (y -6) 

df ^ A(t/-6) 



di/ K (2/— 6)— A^(î/ — 6r 

^^^ (t/-fe)% A-^-L. (4) 

V c(y-6)-(y-6; l^c 

Cette équation appartient à une cycloïde dont la base est horizon- 
tale , et passe par le point de départ A du mobile. 
Le cercle générateur a pour diamètre c« 
Intégrons l'équation (4). 

On a : 

Soit y — 6 = w , on a : 

/udu 
y eu — w' 

j y^ cdu j /^(^ — 2t« ) dw 

a'i/ 1^ cu — u* 2"e/ *^ cw — w" 



ac — k 



2 V l-'^ 2v _ .' 2c/ 



dv t ^ dw 

w 
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— = t? , eu — W* =5 w. 
c 



Effectuons les intégrations ; il vient : 

X — i = TT c are sin v • t; — r tir 
2 



1 2tt 
-■ c arc sin y • — 

2 c 



= — c arc sin y • r eu — u^ 



«=» -- c arc cos ( 1 ) — y eu — w* 

2 ^ c '^ 

= - carccos ^ ^'— l/ c(y— 6) — (y— 6)*. 

Jm C 

Pour ysssb ^ le second membre de cette équation s'évanouit , 
d'où X = X:. A: est la valeur a de or qui répond à j/ »6. Soit a la 
valeur de a; qui répond à y » ^3 , on a : 



c— 2(0— 6) .y—, ; r- 



1 

a — a= — carccos 

2 

cette équation sert à déterminer la constante c. 

Neuvième Problème. 

Une courbe C tourne autour de Caxe des x et engendre une sur'- 
face S ; en supposant que celle-ci se meuve le long de Vaxe des x 
dans un milieu fluide résistant , on demande de chercher la courbe 
C pour que la surface S éprouve la moindre résistance possible. 

Solution. 
La résistance éprouvée par la surface S a pour expression 

a 



«-/4ïf=-> 



a 



on a donc : 
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a 
De là ^ on déduit l'équation principale r 



1 + p» cfa: 

En effectuant la différentiation indiquée , Téquation précédente 
se réduit à 

dy Zdp kpdp 

mmmmm t^i^Hik «S^^S ^-^h*«^ «■hm^^h^^ te^*«^w..^«. 

y P 1+P*^ 

dont rîntégrale est 

1 

log -- *= logp^ — 1<^(1 +p»>»4.c. 



ou 



(O..A.li±pl, .,=.[A.11±J^]. 



Mais on a : 



donc : 



V 



p p^ •" 



et 



^"' + ^t^4 +'^ + * + >«gP]- (2) 

Les relations (1) et (2) conduisent, par Télimination de p, à l'é- 
quation cherchée, i 
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Dixième Problème. 
De toules les courbes comprises entre les ordonnées 

chercher celle dont le centre de gravité de l'arc est le plus bas , ou le 
plus élevé. 

Solution. 

Soii u la distance du centre de gravité de l'arc à l'axe des y , 
prise pour axe des abscisses, on aura 



J" ccds r x^ \ -i- p-.dx 



maximum 
a a 

^ — — = ^ «= > ou 

s a 



f V \J^p' dx 



mmmium. 



a 
donc 



f a: K 1 + /}* (/a: 






a, 



f V \J^fdx 



a 



^ a a 



a 



« (I « a 

[ f y 1 + />' dx Y 



a 



16 



122 Nouveaux Eléments 

^ a 



a '^ ' ^ '' a 



a 



Posons 

a a 

ce qui esl permis , puisque les deux intégrales sont des constantes, 
ainsi que leur rapport. On a donc 



a 



a 












^ 



l/ 



d^- *y<^«= = o. 



a 

De là on conclut : 

, (x — c)p 
d -^ ^ • 

d'où 



»^l+;>^ ' ^^ |/(a; — c)' — A« ' 



,V = * log 
C'est IVquation de la chaineiu*. 
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MAXIMA ET MINIMA RELATIFS. 



Onzième Problème. 



Chercher la ligne la plus courte entre deux points donnés sur une 
sphère donnée. 

Il faut trouver deux fonctions 

y^fX, z===\bx, 
propres à rendre l*intégralc 



M= f dx ^ l -^ p'* + q* 



a 
un minimum entre les limites données 

X =^ a^ X ea« ^ 

en même temps que ces fonctions doivent satisfaire à la relatiao 

L == X' +y* -j- j5> _ r* = 0. 

Solution, 
En posant 

u « J dx V 1 J^p^j^q^ + AL , 

a 
on trouve : 

r dy y dz - r du y dz . ^ 

a 
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L'équation aux limites s'évanouit à cause dc^j/jj = 0, «îya = 
L'équation principale est 



D où : 



dz di/ 

^ dT d^ " 

UtA/ US 



/" . dz r . du 



ou 



ydz — zdy = cds. 
On a de même 

zdx — xdz = c^ds , 

xdy — ydx = c"rf5. 

En multipliant ces équations^ la première par x, la seconde par 
y, la troisième par z ^ on trouve , en ajoutant : 

ex -|- c'y -f- c"z= , 

plan d'un grand cercle de la sphère. 

c c' 

Les constantes -7^ , 7p se déterminent par les équations 

c c' 

*> y3> *^ ttf b, c sont les coordonnées des points donnés. Les 
fonctions inconnues 

y zz:^ (pX, z = ^x 

sont représentées par les équations simultanées 

ex -j- c'y 4" c"jz == , 

ac» 4- j/» -f 5j* — r* = 0. 

La distance cherchée est l'arc de grand cercle passant par les 
points donnés. 
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Douzième Problème. 

Chercher lapins courte des lignes planes de même surface ^ com- 
prises entre les points donnés 

A , B 

[ y = b f 2/ = iÔ. 

Il faut ici chercher une fonclion 

y = <px 

propre à rendre l'expression 

a 
un minimum , et à satisfaire, en même temps à Féqualion 

L =■ / ydx — A: = , 
a 

dans laquelle k est une constante donnée. 
On posera par conséquent: 



a, 
II— / ax \ y \ -^p^ -^ A// I — Âft =. mmimnm ; 
a 
ou : 



--= r dx [y' \ -\-/)^ + K}l ] — Ak 



a 

L'équation aux limites s'évanouit , à cause de Sija^ = , «Jy^ *=*^' 
L'équation principale fournit : 
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rf(.-7==:) 



*+P' =A. 



dx 

En inlégranl, on trouve successivement : 

^ =« Ar + c , 

dy Aa; 4- c 

^•^ K 1 _ (Ajc+c)« ' 

Les constantes d , c se déterminent , en fonction de A, par les 
équations 

(6-c.)*+ («+->- t; , 

(3-c,r 4- (^+ ^)'=" ^• 

Soient 

c.= ^.(A), c = -^(A), 

l'équation (« donnera 

et réquîUion L = , devient 

CL 

I ? ( X, A ) dx = i. 
a 

En effectuant Tintégration , on trouve une relation de la forme 

|(a, «, A )=-/:, 

de laquelle on déduit A , quand fc est donné. 
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Treizième Problème. 

Chercher la ligne plane d'une aire conHmte k la plus courte^ com- 
prise entre les courbes 

b=^ ^a, /3 =5 Xa. 

Les limites a: = a , ar = it sonl inconnues ; la question est donc 
celle-ci : 

Trouver une fonction 

y = fx 
satisfaisant à Téquation 

L = / ydx — /: = , 
a 
cl des valeurs x = a, x= «, propres à rendre intégrale 



M = / dx K 1 4- p* 



a 
un minimum. 
Solution, 
Il faudra poser 



U^ J dx [ K 1 + ;>« + At/ ] — Aft 



mmimum^ 



a 
d'où : 



En développant celte relation, on obtient la même équation 
principale que dans le problème précédent. L*équalion aux limites 



sera : 
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s. 

da cl da étant indépendantes, cette équation fournira les sui- 
vantes : 



■—A — (*+p« r) +^ya = o. 

( K 1 -I- ;/), «f^ 

En joignant à ces équations celles-ci : 

((ï-c.)'+(« + ^)'-^- . 

on pourra délerminer a, 6, «, /3, c. , c en fonction de A. Si de 
plus fe est donné , l'équation L = fera connaître A. 

QllAT0R7.1ÉME PROBLÈME. 

De toutes les courbes de même longueur , comprises entre les 
points 

(a; = a fx<=» 

A , B 

chercher celle dont Caire est un minimum. 

Solution, 
On a ici : 

L= f dx l^ 1 +p' - fc = , 

a 



a 
u 

a 



= y^ 2/ ^^^' 
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On fera donc 

ti ss r dx ^ ky + 1^ 1 + p» I — A* == maximum. 
a 

On trouve : 

a 
On en déduit : 

X + c= '^ 



P 



x-^-c dy 



|/ A* — (x + c)« d» ^ 



(y-c'/+(a: + c>«A'. 
Pour déterminer c^ c^ A^ on a les équations 

(6-c')»+(a + c)'-A«, 

( ^ — c')' + (a+c)»-A', 

a 

h ^ I V 1 + P' . da; 
a 
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Xdx 



Ad 



X + d Y 
a 



a ^ 



dx 



i^(l±±y 



X I arc sin -^ arc sm —^ — } 



Quinzième Problême. 

De toutes les courbes de même longueur^ comprises entre les 
points 

, B J 

chercher celle qui , en tournant autour de taxe des x , engendre la 
plus petite , ou la plus grande surface. 

Solution. 
On a 



L = /" i^ 1 + p'dx — fc = , 



a 



a 
donc 






a 
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donc 



a 

a 
En développant on trouve : 

~dx 
a 

On a donc Téquation principale 




I ^-r+? - -^^ - -^^iF- i^'*-»- 



En effectuant la différentialion indiquée, on a : 
dx(l +p-y^(l+p')pdy^(i + p')ydp—H+p')^dp+ 

yp^dp -j- A//dp = 0. 

A cause de 

dy = pdx , 

Cette équation se réduit à 

dxil+p^y — l^ii +p')dx^(,y+?<)p, 
d'où : 

donc 
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dy pdp 1 ^pdp 



c" 



« 1-l-p' 



^ rfy ^ >^ (y + Ay-c^' 



c'est réquation différentielle de la chainette. 
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